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4 Integration
Vorlesung
Einleitung 14.04.09

1
0/ fw) d= - /\/\f\fm

/%Summewz X

Lineare Algebra: /f + /g = /(f +9)

[ o

4.1 Ausflug in die Lineare Algebra

Betrachte Vektorrdume X, Z tiber K =R oder C mit den Normen |[-|| v, ||| -

A -] = (Al [l=]
[z + yll < =zl + vl
|z =0 & z=0

Wenn X, bzw. Y zudem vollstdndig: Banachraum

Definition 4.1. Eine Abbildung F': X — Z heift stetig wenn
Ve>036>0 : |lz—ao|| <= |F(z) — F(zo)|| <e

Definition 4.2. Eine Lineare Abbildung L : X — Z heift beschrdnkt wenn das Bild der
Einheitskugel unter L beschrinkt ist, d.h.

ILI| == sup{[[Lz| | € X, [z <1} < o0

(||L] ist Abbildungsnorm von L)

Beispiel.

Z=R  F(z) = [
| 1zl = llzol| || < |lz — zo]| da stetig

Lemma 4.3. Sei L : X — Z linear, X, Z normierte Vektorrdume. Dann gilt:
L stetig <= L beschrdnkt.

1

[ #a) ds| < / (@) de
0

0



Beweis:
1. Schritt: L stetig <= L stetig in xg = 0 denn ,,<=" trivial.
»=“1 ||Lx — Lxg|| = ||L(z —x0)|]| <ewenn |x— x| <9
(Stetigkeit von L in 0, L0 = 0)
= ||Lx — LO|| <e

2. Schritt: L beschréinkt = L stetig in 0

|Lz — LO|| = || Lz|| < |L|| - |z|  (da L beschr., |z| < §)

€
fiir § ;= —
[

Sei & # 0 beliebig, dann Lz = L (& - [2]) = |o| - L (&) < L] - |
3. Schritt: L stetig in 0 = L beschridnkt zu € := 1 > 0 wiahle § > 0 sodass |z| < §
= |Lz|<e=1

Also gilt fiir || <1 : |Lz| = ’L (5:1:)‘ <

Sei Y C X. Abschluss: Y :={j € X |ex. Y Dy, — ¥}
Beispiel. Y linearer Unterraum von X = Y auch.
Denn:y, =gy €Y , €Y
= lim (yn + y;l) =limy, +limy, =g +9 €Y
Rechenregeln: [|-||,, statt Betrag.

M€K = lim(\y,) = AMimy, = \j €Y.

Satz 4.4. Seien X,Z normierte Vektorrdume (Z Banachraum). Y Teilraum von X, L :
Y — Z linear beschrankt (d.h. stetig). Dann besitzt L eine eindeutig bestimmte Fortsetzung
zu LY — Z, stetig mit L linear, beschrinkt, ||L|| = ||L]|.

(Fortsetzung: L|y = L)

Beweis: Versuche L auf die einzig mogliche Weise zu definieren:
Ly :=lim Ly,, fiir y, — ¥
Schritt 1: Ly, konvergent

denn |Lyn — Lym| = [L(yn — ym)| < LI - |yn — Yml]
Cauchy, also konvgt. <« Cauchy weil konvergent

Schritt 2: L ist wohldefiniert. D.h.:
lim Ly,, = lim Ly,, falls ), — § < yn
Yn — y;L — 0, also |Lyn — Lyqlm‘ = ’L (yn - y;@)‘ < ||L]| - ‘yn - y;} -0
—_——

—0

Also lim Ly,, = lim Ly,



Schritt 3: Linearitit: vy, > 7, y, 2§ =
L(g+9) = Llim (y, +y,) = lim (Ly, + Ly;,)
= lim Ly,, + lim Ly, =Ly+ Ly
Analog L (\y) = ALy (VA € K)

Schritt 4: ||| = |IL]]

Trivial: |L|| > ||L|| da ||L| :=sup{|Lz| | |z| < 1}
Zeige also: ||L| < || L]
Sei y —» gy =Ilimy,, y,€Y
Dann folgt HEQH = ||lim Ly, || = lim || Ly, || < lim ||L]] - ||yn]]
= LI - Igl] < [IL]| falls [lg] <1
= ||Z|| < IL]| < >
Also L beschrinkt, L stetig, HEH = ||L]. O

4.2 Treppenfunktionen, Regelfunktionen, Integrale

Sei [a,b] < R Intervall, Z = K = R oder C (oder Banachraum)

Definition 4.5. Wir nennen {ay,...,a,} Partition von [a,b], wenn
a=ag<a1<--<a,=b

Korn: n(P):=max (a; — a;—1), langstes Teilintervall.

(2
Wir nennen f : (a,b] — Z Treppenfunktion zu P (kwrz f € Tp = Tp ([a,b],Z) ) wenn
fi existieren mit f(t) = f; fiir alle a;—1 <t < a;.

n
Wir nennen Ip(f) := > fi(a; — aj—1) das Integral der Treppenfunktion f € Tp
i=1

Bemerkung: Wir nennen @) Verfeinerung von P wenn ) > P
N.B.:  Ig(f)=1Ip(f) fir f € Tp. Denn sei Q = PU{c}, ai-1 <c<ay

= Ig(f) —Ip(f) = fi(a; —c) + fi(c—ai—1) — fi(a; —a;—1) =0

Also gilt fiir f Teppenfunktion zu P, und Ps, dass Ip, f = Ipup,f = Ip,f (Unabhingig
von der Partition). Wir haben also ein Integral auf allen Treppenfunktionen 7" ([a,b], Z)
definiert.

Idee: Vorlesung
X = {f:]a,b] = Z | f beschrinkt} 16.04.09

Die verwendete Norm ist die Supremumsnorm:

£l := sup [f(t)l,
a<t<b



sogar Banachraum: Cauchyfolge f, € X, f(t) := lim f,,(t) punktweise, d.h. fiir jedes feste
te fab] = fu— FIl — 0
denn:
Falt) = FO1 = 1m_[£a(t) — Fun(t)]
< lim sup an - fm” < ¢

m—o0 <ng

= [|fa—fll<e

Definition 4.6. Regelfunktionen: Y :=T; R :=T = gleichmiRiger Limes von Trep-
penfunktionen

b
Definition 4.7. Regelintegral: [ f := I(f) firalle fe R=T

Satz 4.8. T ist normierter linearer Teilraum von X, I = Ip ist linear auf T und be-
schrinkt. Insbesondere

]| = I11]| = (b—a), d.h.

a<t<b

b
/f(t)dt <(b—a)-|fll=(b—a)- sup [[F(D)]

Beweis: f,ge T, e K=RoderC = \-f+g € T (Partitionen zu f und g vereinigen)
Also ist T linearer Teilraum von X = beschrénkte Funktionen = B([a,b], Z)
Ip linear:

Ip(\f) = Z)\fi'(aj_ajfl) =A-Ip(f)

Ip(f +9) = > (fi+9)-(a;—a;) =Ip(f)+1r(g)

(mit gemeinsamen Partitionen P zu f und g)
Ip beschrankt:

Ip(Hl < D fi(aj—aj)
J
< f-Dd (aj—ai) = |fl-(b—a)
J
Teleskop

= < (b—a)
Fir'="setze f=1=I(f)=b—a,|f]| =1 ]
Korollar 4.9. Das Regelintegral ist
b

[ f)de

a

(1) beschrankt: <(b—a)- sup |f(t)]

a<t<b




(i) stetig: fo—=>finX= limjzfn(t)dt = ff(t)dt

b b b
(113) linear: JOf+9)=Xx-[f+]yg

(iv) additiv: a§c§6—>ff=fcf+jzf

b b
(v) monoton: (Z=R),f<g,dh: Vtelab : ft)<glt)=[f<[g
Beweis: (i) - (iii) folgt aus Konstruktion und Satz 4.4 (S.5) mit L:=1,Y :=T, Z := Z.
(vi) trivial fiir Treppenfunktionen, also

b c b
ffn = ffn+ffn7 anT
ln—wo J
b c b
Jf = Jf+[f, feR
(v) OE f =0, sonst betrachte f — f, g — f, benutze Linearitéit. Fiir g > 0, g € R betrachte

b b
9n 2 9- Dann auch mit g (¢) = max (0, g, (¢)): (V¢ : g} —g),also0< [gt — [g O
a a

Satz 4.10. Regelfunktionen sind genaw die Funktionen in
R :={f : [a,b] = Z | einseitige Limites existieren stets },

d.h.  lim f(t), lim
t T, t#ET tN\T, t#T
kurz: R = R

f(t) existieren.

Beweis: Wir bemerken
(1) T C R/, trivial

— M2, B _
Plan. R=T CR =R CT
Dann folgt R = R/.
zu (2): Sei R' > f,, — f. Zeige: f € R, d.h.

(x) Vre(a,bVe>030>0Vt t'e(r—471) : (‘f(t)—f(t')‘ge)

(und ebenso von oben fiir 7 € [a, b))
Um (%) zu zeigen, wihle ng so, dass ||f, — f|| < e fiir alle n > ng. Ferner gilt (x),, fiir
fno € R statt f. Zusammen also

|f(t) = f(t)] F() = Fao®]  + [fao(t) = fao )]+ |fao(t) = F(1)]
1f = fnoll + € + |l fao = fll
3-¢€

IN A IA



zu (3): T dicht in R'.
Ziel: zu gegebenen f € R, e > 0 ein ¢ € T finden mit ||f — o] < e.
Setze

Ji={Bela,b]|[FpeTVtea,p] : [f(t)—p(t)] <e}
Zeige: J = [a, ]
Beweisidee: Analytische Induktion

1. Anfang: a € J
2. Schritt: S € Jund B <b= 38" > B mit g/ € J

3. supJ € J B B
Dann folgt tatséchlich 8 := supJ = b. Denn j existiert (wegen (1.), J # 0) und
B < b wegen (2.) und (3.).

Konkret fiir unser J:
1.aeJ: ¢(a):= f(a), trivial
2. Fiir t < b definiere ¢ wie durch 8 € J gegeben. Setze ¢(t) := tl,l_r)rb f@) fir t N S.
Dann existiert zu gegebenem € > 0 ein § > 0 mit

vte (B8,6+46] = |If(¢) —tl/i\r%f(t')ll <e

—
o(t)

— B =p+0€J

3. Setze B:=supJ > a

Definiere o(t) == lim f(¥) fir t € [B— 6, )
t B

v (8) = f(B)

Dabei ist 0 > 0 wieder so gewahlt, dass
vte (B—6,8) « |f(t)— lim f(¢)] <e
v/B

——
®(t)
Fiir t € La,B — 51 definiere ¢ gemih B — § € J. Dann folgt wieder ||f — ¢|| < e auf
a<t<fB AlsogeJ.
O
fi
Bemerkung: Vektorwertige Funktionen f = | : € K" konnen leicht integriert werder,
In
namlich komponentenweise:
b
b fl(t) ‘([fl(t) di
T -
a \fn(t b
©) S In(t) dt

a



Dies stimmt fiir endliche Summen, also fiir Treppenfunktionen, also wegen Korollar 4.9
(S. 7) und Stetigkeit fiir Regelfunktionen.

Bemerkung: Insbesondere kénnen wir also stetige Funktionen f € C° ([a,b], Z) C R inte-
grieren. Beispielsweise wissen wir

b n
JECEES"S Sy AEY
p k=1

wobei fj ein beliebiger Funktionswert von f auf dem Intervall [a;_1, ax] ist und fiir n — oo
die Partionen P, so gewéahlt sind, dass ihr Korn 7 (P,) — 0.

n o0
Denn f stetig auf [a,b] == f gleichmikig stetig auf [a,b], d.h. |[t; —t2] < & =
|f (t1) — f (t2)| < e. Also gilt fir Korn n(P,) < 0 auch |[p — f|| < € wenn ¢ € T die
Werte fi in den Intervallen [a;_1, ax] hat. Folglich gilt

b b
[1- @ |=|[u-a|<lll-f-d<t-a-=: O
a unsere Summe a sup-Norm

Das Integral stetiger Funktionen kann also, z.B. per Computer oder von Hand und Hirn,
,2numerisch® approximiert werden.

Umgekehrt konnten wir aber auch Integrale benutzen, um (die sie angeblich approximie-
renden) Summen abzuschétzen.

Spezialfall: ~ Wihle statt fy

fr:= max f,bzw. fy:= min f
ak—1,ak] - ap—1,0k]
Dann folgt fiir die entsprechenden Treppensummen (%) bzw. I(y), dass
b

I(p) < / f< I dh

n

Jr(ar —ap—1) < /f < Y frlar —agp)

k=1 k=1

Beweis: Monotonie des Integrals

4.3 Hauptsatze
Stets f : [a,b] — ZBaach jjher K =R, C

Satz 4.11 (Fundamentalsatz der Analysis).
[Barrow] (1650-1677)
[Newton] (1642-1727)
[Leibniz] (1646-1716)

Sei f € R, stetig in c € (a,b), F : [a,b] — Z, F(z):= [ f(t) dt.
Dann ist F in c stetig differenzierbar und es gilt ‘

Flo)= L pa)| = lim % (Fle+h) — F(c) = f(c)

dx r—c h—0

10

Vorlesung
21.04.09



(Integration als inverse“ Differentiation, jedenfalls fir F(a) =0)

Beweis:
c+h c+h

1 1
§FCem = @) =) = |7 | [ uw-re) a) < [ o= s

c c <e fiir |h|<o

fiir h > 0. Analog: h <0

Definition 4.12. F € C! heikt Stammfunktion zu f, wenn f = F’.

(o) dt<e

Proposition 4.13. Seien Fi, Fo Stammfunktionen zum selben f. Dann existiert C € Z,

konstant, mit Fy(t) = F1(t) + C (¥ t)

Denn: % (Fy — F1) =0, also Fy — Fy =: C = konstant.
(R : klar, Mittelwertsatz)

(C ,R™ C ™: komponentenweise)

(Banachraum: — S.Lang)

Korollar 4.14. Sei F beliebige Stammfunktion zu f € C°. Dann gill:

b
/ﬂww—F@—Fmr—wwﬁ

Beweis: Nach Fundamentalsatz 4.11 (S. 10) ist F/(z) := [ f(t) dt ebenfalls Stammfunktion

zu f. Nach Proposition 4.13 folgt

x
Beispiel. Berechne [¢* dt
0

1. Idee: Stammfunktion

Wir raten (klug wie wir sind) die Stammfunktion F(t) := a_lHtaH zu f(t) =

0,t > 0). Folglich gilt:

T

/dt:[F(t)]x— Lo+t

0

2. Idee: 4 la Leibniz

11



oz—}—lk:O
r > 1B k
e‘”—l_zy ke
k=0
1 1 1
_ o+l a+1 e
T e e
Bp=1
— 1 a+1
a+1

Satz 4.15 (Substitions- oder Transformationssatz). Seien Jy, Jo Intervalle, J, = [a,b], f :
Ji — Jyin CY, g: Jo — Z stetig.
Dann gilt

f(b)

b
mwmz/mQvamt
a t dt

f(a)
(t=f(r), dt = f'(r)dt)
Beweis: Sei G Stammfunktion zu g Kettenregel: (Go f) = (G'o f)-f' = (go f)- f also
G o f Stammfunktion zu (go f) - f’.

() b
Folglich: aow=wwﬂg=mﬂm—aﬂ@ﬁﬁwoﬂmm=/Mﬂﬂwvmf

f(a) a

O
Satz 4.16. (Partielle Integration)
Seien f,g : |a,b] — K beide C1. Dann gilt
b b
[ 1o a=ir-gi- [ 10 0 a

Beweis: (f - ) frg+ f g (Produkt Regel)
= [f-ql) = f(fg ff’ g+ffg O

4.4 Beispiele

1. Zum Fundamentalsatz:

(i) 1f L dt = logt)f =logz (weil (logt) = 1)

12



(ii) [sint dt=
0

(iii) f et dt =

[ ]o_ex_l

2. Zur Substitution:

(1)

arcsin(z)

Alternative: Potenzreihen

Joe (B0

[—cost]; =1—cosx

cost dr

Vl—tQ / \/1—sin27'

= arcsinx (t =sinT, dt = cos7 dr)

Z (_2> T 22k+1
- (-1)

— k 2k +1
— arcsinzx

— Potenzreihe fiir arcsinz O

(ii) Substituiere: t = sinT, dt = cosT dt

Additionstheoreme: cos(27) = cos

Beispiel:

=

/\/1—752 dt
0

m—l

27 —gin?7=2cos?27—1

arcsin x

cos’ T dr

0
arcsin x

(1 + cos(27))dr

0

o+ Linor]

arcsin x

0

1
(arcsin x+ B sin(2 arcsin ;1:))

(arcsin z + sin(arcsin z) - cos(arcsin x))

(arcsin:c +z-vV1-— x2)

N =N = N = N =

/\/l—tht %(— ):77 — -t

4

1
— - (Flache des Einheitskreises)

4

= Kreisflache = 7 f

13
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(i) [ %dt; beliebige reelle rationale Funktion, d.h. p, ¢ reelle Polynome

Speziell:
/1+t2
1—¢2
14t
% =—1+;—7  (Division mit Rest)
Partialbruchzerlegung:
2« N B a-(I-t)+B8-(1+t) (B—a)-t+(B+a)
1—t2 14+t 1—-t  (14+t)-(1—-t) 1—¢t2
OKfira==1
Also 1+ ¢2 1 1
——dt = 14+ —4—|dt
/1—1&2 /< +1+t+1—t>
= —t+log(l+t) —log(1 —1t)
All in:
gemein /p(t)dt
q(t)

1. Schritt: Division mit Rest (Algebra)
Zu Polynomen p, g (ber R) existieren Polynome h,r mit

p(t) = h(t) - q(t) +r(t); degr < degq

Also f§ = fh—i—fg, also OE (r wird zu p): degp < degq

2. Schritt:  Partialbruchzerlegung, fiir degp < degq
q wird in Faktoren zu seinen verschiedenen reellen Nullstellen und den Paaren
komplexer Nullstellen zerlegt:

s

g(t) =a- Tt —ap)™ - TT (& + bat + cx)™
j=1

k=1

Dann existieren eindeutige reelle o, Bk, Yk mit

p(t) o~ / iy O / Brekrt + Vi
P = e ;
/ q(t) ];]’Zl (t —a;)l ; k/zl (12 + byt + cx)*

Die Bestimmung der Koeffizienten fiihrt auf ein lineares Gleichungssystem fiir
die ajj’)ﬁkk’a’)/kk’ — LinA I

14



i % ist also (ggf. nach t = A7 + b) reduzierbar auf folgende Grundtypen:

[ dt = logx
; = log
[at o 1
tm  —m+1 gm-l
[t
/t2+1 = arctanx = I (z)
[odt
@ -1,
@ )
i t 1
o — S log(a? +1
/t2+1dt 20g(x+)
/t dt 1
CER 2m—1) @+ 1T
I (x)jMdtI (x)—i—/xt o
m—1\") = @+1m " (2 + 1)m
1 T 1 1
=1, () — : R A T
(=) 2(m—1) (224 1)m-1 * 2(m —1) / (t2 +1)m-1
Ip—1(x)
— I(z) = v (- ) @
T 9 tm — 1) (@ + 1)m—1 2m—1)) I

(iv) Bestimmen von

/ R(sint, cost)dt

fiir beliebige reelle rationale Funktionen R

Trick: substituiere 7 = tan (%)

t t t
sint = sin <2 . 2) = 2-sin <2> - COS <2>

g sin (%) - cos? (t) _ 27

cos %) 2 1472
t sin? (L 1
1+tan2<>:1+ 2(3): —
2 cos? (3)  cos? (3)
t 2 1— 72
_ 2 _ _
cost = 2 - cos <2)_1_1+72_1_1+7—2
1 2
5 1
dr= —2Z—dt = —" at
cos (5) 2
. 2T 1—72\ 14 72
:>/R(81nt,cost)dt:/R<1+T2,1+T2> 5 dt

rationale Funktionen

15



(v) Sei:R— RT, Cl. Dann gilt

n s@(l‘)d
© T
dt = / — =logyp(x
/ () T )
T =p(t)
dr = ¢/ (t)dt
3. Zur partiellen Integration
(i) z x .
/ 1 -logt=_t -logtlx—/ t - -
—~ o =~ ~— t
f g f f T
=—z+z-logx
(ii) z z

t
/l-arctant::v-arctanx/
14 t2

1
=z -arctanx — 5 log(1 + z?)
(i) Sp(z) = [sin™t dt, So(z) =1, Si(z) =1 — cosz. m > 2:
0

Sm(z) = /sint sin™ 1 ¢ dt
f/

T

= —cost-sin™ HZ 4+ (m — 1) - /cos2t -sin™ 2 ¢ dt

0
x

= —cosz-sin™ 'z + (m—1)- / (1 —sin®¢) - sin™ 2 ¢ dt
0

= —cosz-sin™ x4+ (m—1)-Sp_a(x) — (m—1)- Sp(z)

-1 1
Sm(z) = m-—-. Spng — — - cosx - sin™ ()
m m
Insbesondere fr x = 7, 0y, 1= Si(5) = mﬁfl - 0m—g die Rekursion:
_2n-—1 _2n—1 1 ™
D T R
~—
o0
2n 2n 2 1
ok = — - g _1 = S e e -
T on 1 TN T an 3 =~

o1

Monotonie: fiir 0 < x < 7§ gilt st>s2>...>0
well 0 <s=sinz<lalsoS51>5>...>0

o1>09>...20

L

_x
=7

16
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Folglich haben wir

O2n+1 Om+2 _ 2n+1

1> > = — 1
092n, monoton O2p 2n + 2 n—oo
2 . —_ 2 . . 2
1 g P2 g (2n)*-(2n—2)%-...-2 1
n—oo ooy n—oo (2n+1)2n—1)-2n—-1)2n—-3)-...-3-1 w/2
T oy 4k? i 22.42.52. ... (2n)?
—=|| ——:= lim
2 Wy 1T aSs 1335 5 7 2n— D(2n+ )
[Wallis] (1616-1703)
(iv) Riemann-Lemma der Fourier-Reihen
Sei f el
b
Dann gilt: lim [ f(¢)sin(wt) dt =0
w—r00
b 1 b
denn: /f(t) sin(wt) dt = [— cos(wt) - f] / 1'(t) cos(wt) d
N w a
a g f! beschrankt
1 b
< [ — cos(wt) - f] /| ) cos(wt)| dt
w a
C
<— —0
W w—oo

4.5 Integrale von Riemann und Lebesgue

Erinnerung: Treppenfunktion ¢ € T zu Partition P
b

n
/90 = oplar — ap_1)
s k=1

f € R = Regelfunktionen = {f : [a,b] — Z| einseitige Limites existieren}
b b
/ f= lim [ ¢, fiir p, — f, gleichméfig, sup-Norm.
n— oo

a a

Definition 4.17. Fiir Z =R, f : [a,b] — R beschrankt, definiere
b* b
Ober-Integral [ f:=inf {fgp lpeT, o> f}

Unterintegmlfbf:: —f (—1) :—sup{fgo“oET,cpgf}

b* b
f heilt Riemann-integrierbar, falls f f=[r= ff (Riemann-Integral)

[Riemann] (1826-1866)
Habil 1854
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Definition 4.18. N C R heifft Lebesgue-Nullmenge, wenn zu jedem € > 0 Intervalle I,
existieren, die

a) die Menge N iiberdecken: N C J I und
k

b) Gesamtlinge hochstens € haben:
2ok <e
k

|I,| = Lange von I, |[a,b]| = b —a alle |Ix| > 0

Satz 4.19. (ohne Beweis) Es gilt Rie := {f : [a,b] = R | f beschrinkt, Riemann-integrierbar } =
{f :]a,b] = R | f beschrinkt und stetig auflerhalb einer Lebesgue-Nullmenge }

Bemerkung:

o0
(i) abzdhlbare Vereinigungen N := |J Nj von Nullmengen Nj sind wieder welche,
k=1

(o)
denn: iiberdecke Nj durch Intervalle Ij; der Gesamtlinge < &4, mit > e <e.
k=1
(ii) Sprechweise: wir sagen ,,gilt fast tiberall* (f.i., a.e. = almost everywhere) wenn etwas

aufserhalb einer Lebesgue-Nullmenge gilt,
z.B. f=gfi., f<gfi, limf,=¢9fu., ...

(iii) R & Rie, natiirlich mit dem gleichen Integral auf R. Allerdings nur fiir Z = R,
eventuell R™.
Denn: Rie # R, wihle

o1
sin = x>0

) = {O zs0 auf o € [<1, 1]

Unstetig nur in 0 (Nullmenge! abzdhlbare Mengen sind auch Nullmengen, Q ist
Nullmenge), also f € Rie. Aber f ohne einseitigen Limes li{% f(z), also f ¢ R.
x

Satz 4.20. (ohne Beweis) Sei f : [a,b] — R Riemann-integrierbar und Py, [an.0, Gn 1, - -5 Gnn)
eine Folge von Partitionen zu [a,b] mit Korn n(P,) = max (@n kg — ang—1) — 0.
SKSsn

Dann gilt fir jede beliebig gewdhlte Folge von &, i, € [an k—1,ank| dass der Limes

n b
Jm > () ens ~ ani) = [ 1
k=1 a

existiert und unabhdngig von der Wahl der P, &, i gleich dem Riemann-Integral ist.

Korollar 4.21. Sei f,g € Rie([a,b],R), beschrinkt

(i) Wenn f =g fi., dann fbg = fbf

a

b b
(i) Wenn f = g auf dichter Teilmenge von |a,b|, dann [g= [ f

a

Beweis: (ii) Wiébhle die &, 1, in der dichten Menge. v/

18



(i) f=gfi = f = g auf dichter Menge. Sonst enthielte ndmlich die Menge wo f # ¢
ein nichtleeres Intervall («, 8), wére also keine Nullmenge.
O

Leider ist die Dirichlet-Funktion

1 €
lo(x) :== veQ nicht in Rie
0 sonst
Da sowohl Q als auch R \ Q dicht sind, wurde 1lg € Rze wegen Korollar 4.21 nach sich
ziehen, dass f 1o f 1 = 1 und zugleich f g = f() =0 = Widerspruch !
Q dicht 0 R\Q
Also 1g ¢ Rze

Definition 4.22. [Lebesgue] (1865-1941) (1901)

Setze H* := {f :la,b] = R | existiert T3 ¢,  f, fu}

n—o0

d.h. fiir fast alle z gilt: ¢1(x) < po(z) < ... N f(x)

= {f lex. T3S ¢n \y f,f.ii.} = —H

n—oo
b b
Definiere: [ f :=lim [ ¢, € R fiir diese Folgen.
a a

b* b
Lebesgue-Oberintegral: £—[ f :=inf {fh | h € H¥, h > f} < 400

a

b b
Lebesgue- Unterintegral: £—[ f :=sup {fh | heH’ h< f} > —00

b*
Lebesgue-Integral: ff = f f= f f falls Ober- und Unter-Integral {iberein-
stlmmen '
Bemerkung:
(i) RC RieC £

RiecC £, weil T C $H° N HY
Rie # £, weil 1g € £\ Rie

Diril)chlet—Funkl;Lion:

£—[1g = £—[0 =0, weil f beim Integral auf Nullmenge abgeéindert werden darf,
a a

etwa 1g zu 0, auf Q.
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(ii) Als Lebesgue-Majf8 \(A) einer Menge A € [a,b] bezeichnet man (falls existent)
b
A(A) := [ 14, wobei fiir die Indikatorfunktion gilt:

() = {1 reA

0 sonst

NB: A\(N) = 0 fiir Lebesgue-Nullmenge

(iii) Es gibt beschrénkte Funktionen f : [a,b] — R, die nicht Lebesgue-integrierbar sind.
Deren Konstruktion bendtigt stets das Auswahlaxiom. Bsp.: [Walter] ,Analysis II*
— Banach-Tarski-Paradoxon

Vorteil des Lebesgue-Integrals: traumhafte Konvergenzsitze
Satz 4.23. [Beppo Levi] (1875-1961)
b
Sei £ fo N f, f4i. mit [ f, beschrinkt. Dann folgt f € £ und
a

b b b
2—/ li_)m fn= 2—/f = 1i_>m 2—/ fn (monotone Konvergenz)

Satz 4.24 (Lebesgue-dominierte Konvergenz, DCT). Sei £ > f, — f, f.4i. und g > |f]
mit g € £ (integrierbare Majorante). Dann folgt f € £ und

b b b

2—/ lim fn:S—/f: lim 2—/fn
n—o0 n—oo

a a a

Wir betrachten £F :={f e £ | [fIF € £},1<p< o0

N
1, = / T fiir f € &

LP:= £P/_ (., dh. in L? werden f und g als gleich betrachtet, wenn f = g f.ii.
Lemma 4.25.

(i) Fir fe P, ge Ll %—F%:l, 1< p<oogilt
b
/f g <|Ifll, - lgll, (Hélder-Ungleichung)

(1) Fiir f,ge £P, 1 <p< oo gilt f+ g € £P und

1f +gll, < IIfIl, + llgll, (Minkowski, Dreiecksungleichung)

Beweis: Regelfunktionen, Lebesgue ad libitum
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n

b
/f+g: > fi g (ar — ax-1)

Partition
k=1

Q=

n
1
=> fo-(ak — ax_1)7 - gp - (ag — ag_1)
k=1 Y e

1 1
P

< <Z|fk\p'(ak _ak—1)§>
k=1

N T
- / TN / 9]¢
a a

(ii) p =1 trivial, betrachte p > 1

' (Z |gk|* - (ar — ak_1)3>
k=1

b b
||f+grz=/|f+g|P=/|f+gr-|f+g|p—1

b b
< /m - \f+g|”_1+/\g| Af gl
a a

/b|f|p 5' /b(lergpl)q q+ /bygp ;. i(f+g|p1)q

1
q

<
1 p 1p
b p'a b v e
—1). P _1)._P_
IR e I IR e
_ a : '
= (151, +ligl,) - 7 + o]
p_B
q
=+l <1+ N, .

Satz 4.26. (ohne Beweis) LP (mit f.i.) ist beziglich der Norm ||-||,, ein Banachraum.

Bemerkung:

(i)  Wir haben jetzt, z.B. in L', viel stirkere Konvergenzsitze als fiir Regelfunktionen:
in R vertauscht Integral mit Konvergenz beziiglich sup-Norm
in L vertauscht Integral mit Konvergenz beziiglich p-Norm |[-[|,,

(i) Wir hédtten auch T, etwa beziiglich [|-||;, abstrakt ,vervollstdndigen* kénnen. Dann
wire aber nicht klar, in welchem Sinne f € LP eine Funktion f : [a,b] — R ist.

(iii) Spezialfall: p = 2. Dann haben wir den Banachraum L? mit Skalarprodukt (f, g) :=

b
[ f+gund Norm || f|l, = \/{f, f) fiir f,g € L? (d.h. Hilbertraum).
Holder = CSU: |[(f, g)| < [ fll> - llgll,
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4.6 Mittelwertsitze und Taylorformel
Vorlesung
Taylorentwicklung 05.05.09

= 3 L ) — o)t +H(Raa)
k=0

(T f)(x), n-tes Talor Polynom

Satz 4.27. Sei f : [a,b] — Z, C""L. Dann gilt die folgende Darstellung des Restgliedes:

x

(Ruf)(@) = o [ty fo (o) at

Zo

N.B.: frither war (R, f)(z) = (nil)!f(”“)@)(x — o)™,
[L.J. Lagrange] (1736-1813)

Beweis: Induktion nach n

n=0: f(z) = f(zo) +/f’(t) dt, Fundamentalsatz 4.11 (S. 10)
n—1-n: a/(x—t)"f("ﬂ)(t) dt
n: N e N
o dif f. intg.
1
= o= } / ) d
= ™ (@) = 20)" + (Ra-1)(2)

= f(@) ~ (Tuf)(@).

Der Mittelwertsatz der Integralrechnung geht so:

Satz 4.28. g, : [a,b] — R. Seien g, integrierbar, |g| beschmnkt w >0 (und g-p

integrierbar). Dann ezistiert u € R, mit inf g < u < supg, so dass fggo e fcp

Beweis:
infg < g < supg

(infg)-¢ < g-o < (supg)-¢

b b b

/(infg)'so < /g-so < /(Supg)-so

a a a

O

Bemerkung:
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(i)  Fiir das Restglied R,, der Taylorentwicklung erhalten wir also

x

(Ruf)o) = [ @t f )

o © g stetig, also beschrinkt
x
_ _ 1 n+1
=p- w—u-<n+1),(w—xo)
o

und g stetig nimmt den Zwischenwert p an, etwa an der Stelle .

Also:
1

(n+1)!

(Rnf)(z) = (z — zo)" ™ f™ T (¢)  (Lagrange)

(i) ¢ =1. Dann gilt

b
1
r=5 /g(t) dt (Mittelwert von g)

b
(iii) Sei [¢ > 0. Dann gilt

M:

Lo [ (¢
Ju e /<g (ffs0>>

Satz 4.29 (Trapezformel). Sei f : [a,b] — Banach, C?, h:=%% neN

mit ¢ gewichtetes Mittel.

/N
foo

h h

[l [l 1 1 1 \

a a+'kh a+ a+ ' <
(k+Dh  (k+2)h X

n—1

b
JECEE
a k=0

(fla+kh)+ f(a+ (k+1)h))h+ R

N =

mit |R| < a?ui])v”‘ - h?
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Lemma 4.30. Sei f:[0,1] — R, C2. Dann gilt

1
[ 10 at= 50+ 1) - 3576)
0

fiir geeignetes £ € [0,1].

Beweis: (mieser kleiner Trick)
Wihle (1) := 2t(1 — t) = ¢(0) = ¢(1) = 0, Parabel,
PYt)y==%2—t ¢"t)=-1

1 1
Also gilt: /f(t) dt = —/f(t) o' (t) dt = — [f 90/](1) + /fISO/
0 0

— (W 1O) LTy [ £

1
1
= SUO+IW) =19 [ et
%
O
Beweis (Trapez):
Additivitdt des Integrals:
b n-i P
/f(t) ait = /f(a+kh+t) dt
a k=0 0
n—1 L
= h/f(a+kh+h7)d7'
t=ht P
Lemma fiir f(---+hT)
=1 1
= S(Fla+kh) + flat (k+1)0))h—h- = f"(&) - h*
k=0
Also gilt fiir den Fehler R:
1 n—1 1 n—1
" 2 " 2
’R\SB(Z‘f (fk)",h,>'h Sﬁsup}f"(b—a)' - “h
k=0 b—a k=0
0

Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist fiir f : [a,b] — Z, Banach oder R™ im
allgemeinen falsch. Es gilt aber der wichtige Schrankensatz:
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Satz 4.31 (Schrankensatz). Sei f € C'([a,b],Z). Dann gilt:

[£(0) = fla)l < (sup [f()]) - (b—a)

§€la,b]

obere Schranke

Beweis:
b b
50 -s@i=| [ o a< [ rol e < el 0-o
a a ¥ Integralrechnung

N.B.: Trapezformel auch mit f € Z.

4.7 Uneigentliche Integrale

Definition 4.32. Wenn der folgende Limes existiert:

b b
= 1
[r=tm |1
a b b a
nennen wir ihn uneigentliches Integral. Dabei muss f : (a,b) — Banach nur auf jedem

abgeschlossenen Teilintervall [a, 13] C (a,b) integrierbar sein. Der Limes darf nicht von der
Wahl der Folgen a,b abhingen.

Beispiel.

(i)
/ 1 1 1
/to‘ dt = lim |——t*t1| =
a—0 |a+1 a a+1
0
fira+1>0 dh a>-1

(i)

° b

1 1
/t“ dt = lim [to‘ﬂ} =
oo |+ 1 ;. a+1
1

fira+1<0dh a< -1

1 1
/sin <1) dt = lim/sin (1> dt
t a\,0 t
0 a

Cauchykriterium: 0 < a; < as

(iii)

1 1 1 1 as
/sin <> dt—/sin <> de §/
t t
a1 a

a2z al

1
sin (t)‘ dt < '|ay — as

25



Also existiert das uneigentliche Integral.
b b

Generell konvergiert [ f uneigentlich, falls [ |f| < co. Solche Integrale nennt man
a a

auch absolut konvergent.

(iv) Dirichlet-Integral

N

uneigentlich konvergent, aber nicht absolut konvergent

Integration und Summation Vorlesung

Satz 4.33. Sei f > 0 monoton fallend, f : [0,00) — [0,00), fr = f(k), k € No. Dann 07.05.09
gilt

ka absolut konvergent < /f(t) dt uneigentlich, (absolut) konvergent

Beweis:
/N

AN
k-1 k t/

n

/ Ot <Y fi < / A<D fr
k 0 k

n
1 =1 =0
n
Partialsummen bzw. [ f beschréinken einander. O

Beispiel. die I'-Funktion

(o) := [ t* e ldt ,a>0

absolut konvergentes uneigentliches Integral:
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[e.e]
(i) [ t* e 'dt konvergiert, weil C' > 0 existiert:
i

e | <C-ez fiirallet > 1

1
(ii) [t*te~'dt konvergiert, weil:
0

e le | <t fir0<t<t

b ~
Durch partielle Integration (zunéchst fiir [, dann mit a \, 0, b  co) folgt

a

Mla+1)= /taletdt
0

0o

= [—tae_t]go +a- /ta_le_tdt
0

=a-I'(«a)

Va>0) T'(a+1)=a -I'(a)

Satz 4.34. (Beweis: Forster) Es gibt genau eine Funktion T’ : (0,00) — (0,00), die ()
erfillt, so dass zusdtzlich log" konvex ist.

Satz 4.35 (Stirling-Formel).

1
nl ~ V2" T2e™" fiir n — oo, d.h.
|
n!

lim —— =1
n—o00 27Tnn+§€7n

Genauer gilt
1
vV Irn+ie™ < pl < v rn e "t e

(d.h. n! wird durch rechte Seite mit relativem Fehler ~ m angendhert: 1% fiirn = 10)

[Stirling] (1692-1770) 1730
[de Moivre] (1667-1754) 1730
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Beweis:

n—1 k1 n—1
1 1 1
/logt dt = 2 / logt dt TraperLemma ; §(log(k) +log(k +1)) — - <—>
! —

n 1 n—1 1
= (;logk> —flogn—ﬁz ——
- 2

k
log(n!) log" (&)

n

/logt dt =[t-logt —t]}
1

=n-logn—n+1

Also X
1421
log(n!) = log (n"*ée*" exp|1—— = )
12 — &k
g
s
Zu zeigen ist nun:
Cn = —'> V2T
nn+§€
V2r =2 \/g =2
- (2n)

Mit ¢ := lim ¢, gilt weiterhin:
n—oo

lim —=—=c¢
n—0o0 Cop, C
Zeige also, dass:
c? c?

lim ™ =27 bzw. lim —*— =1

n—00 Cop n—00 ¢y, « /2T
. 2 o (12-m)(1-2-. . on) 22t g2t e (1.3 (20— 1)) V2Zn + 1
lim ——— = lim TS )
=00 o - /27 n—oo nin+le n(123

(2n)-2-(2-4-...-(2n))

2n.nl
Vo 2n 1
= hm—:l
n— oo n-2
1 1 1 1
2 = 1' = 1_7 —_— prg . _ J—
Viem = [ Cn eXp( 12 ; g) “n eXp( 12 ;g)

1
V2rn"t2e ™™ < nl=¢, -
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frither:

4.8 Dirac-Folgen

Definition 4.36. Eine Folge integrierbarer ¢, : R — [0, 00) (insbesondere ¢, > 0) heift
Dirac-Folge, wenn gilt

Q) [ en=10m)

(ii) Ve>0Vd>03ngVn>mng @ [ put) dt<e

[t[=d

NB: (zu (i)) Die Einheitsmasse der ¢(n) konzentriert sich also immer mehr bei Null.

N\

Beispiel. (i) Sel ¢ :R — [0,00) stetig, ¢ >0, [ ¢ = 1. Dann ist
R

on(t):= n_ ol n t)
streckt ¢ staucht ¢

eine Dirac-Folge.

Tatsachlich: - -
/ on(t) dt = / n-e(nt) dt =1
und
1) néd
/gon(t) at =T / pr)dr>1-¢
—0 —nd
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weil [ ¢(7) dr = 1 uneigentlich konvergent. Folglich

/son(t)dt:/tpn(t)dt—/son(t)dt§1_(1_€):€

[t/>5 R t/<s

Zum Bsp. kann ¢ sogar analytisch sein:

1
t) = —-

Oder ¢ € C* aber nur auf [—1; 1] ungleich Null (C*°-Hut)

1

c-exp | = tl<1

o(t) == P <t2_1> g fiir geeignetes ¢ > 0
0 [t >1

-1 1

\Z28

on(t) == cn - ((1 —t2)4)", wobei

§+:={5 fiir £ > 0

0 sonst

den positiven Anteil von & bezeichnet

Satz 4.37. Sei o, Dirac-Folge, f € BC°(R,R). Dann gilt fiir die Faltungen

+o0

fal@) = (on # ) (2) = / onle — 1)1 () dy

—0o0
|

= (fxon)(x)
auch fn, € BC® (Ubung!) und vor allem:

fn — f(x) gleichmafig auf beschrinkten x-Intervallen
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oo+ Sprechweise: ¢, — &g, Dirac-, Funktion“

“+oo
::/ﬁax—wﬂMdy

Flache 1
X besser: dg Dirac-Distribution oder Dirac-Majs
N

Beweis:
+oo
Ge@=  [de-piwa -y =y
——

—00 7y/
/fx— @ = (o)

Und jetzt wird abgeschétzt mit |f| < M € R und gleichmékiger Stetigkeit
(le —y| <d=|f(x) — f(y)| < e (auf beschrénkten Intervallen) ) und miesem Trick:

[ful@) = f(2)] = |(f *en)(2) — f(2)]
“+oo

- /(f(gj—y) — f(2))en(y) dy

< / |flz—y) = f@)]enly) dy  + / [f(x—y) — f(@)] only) dy

ly|>6 <2M ly|<d

< 2Me +e < (2M + 1)e. O
e ;}4_< )
1

Satz 4.38 (Approximationssatz von Weierstrass (1815-1897)).

Sei [a,b] beschranktes Intervall.

Dann gilt: Die Polynome sind dicht in (B)C%([a,b],R), d.h.: jede stetige Funktion auf (a,b)
ist beliebig genau und gleichmafig auf [a,b] durch Polynome approxzimierbar.

Beweis: Ohne Ejnschréinkung a=0,b=1.
Sonst betrachte f(7):= f((1 —=7)a+7b), 0 <7< 1
~—_—

t
Ohne Einschrinkung: f(0) = f(1) = 0.
(1-—

Sonst betrachte f(t) := f(t) — ( t)f(0) +tf(1))
Setze f(t) fort durch f(t) := 0 fiir ¢ ¢ (0,1); dann f € BCY. Und jetzt wird gefaltet mit
Landau-Ketten:
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1
= / (1—(z—1)*)"ft) dt
0

= (Polynom vom Grad < 2n)

und f, — f gleichméRig auf [0, 1] nach vorherigem Satz.

4.9 Fourier-Reihen

[Lang], [Forster], [Heuser II]
Sei f: R — C 2m-periodisch, d.h. f(t+ 27) = f(¢) (Vt € R)
[Fourier] (1768-1830) hatte folgendes Ziel:

schreibe f als Summe
ikt
t) = Ck - e’
f@) E k ,
keZ cos kt+isin kt

mit geeigneten ¢ € C.
Wir betrachten f € L? := {f | 2m-periodisch, flj o, € L? ([O,27r],(C)}
Auf L? haben wir das (hermitesche) Skalarprodukt

27
(f.g) = 217T/f(t)9(t) dt
0

und Norm
1l 2 == V{F, )

Dadurch wird L? zu einem Hilbert-Raum.
Lemma 4.39 (1). Sei ey(t) := e k € Z.
(i)  Orthogonalitdts-Relationen

21
1 L 1 k=
(ex,er) = o0 /eZ(l ME At = b)y = {
0

0 sonst

Insbesondere sind die (ey),cy ein ONS in L2,

(ii) Sei f = cper, mit 3 el < o0

keZ kEZ
Dann gilt:
2w
— _ 1 —ikt
o=l f) = o [fOH A (heD)
0

und f € L* mit || f|[7o = X |exl®.
keZ
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Die ¢, heiffen Fourier-Koeflizienten von f.

Beispiel (Rechteck-Schwingung).

1_ —_—
t 1 O<t<m
: : f(t) =
n o -1 T<t<2m
27 — periodisch fortgesetzt
A4+
2m
1 —ikt
= — R dt
Ch =5 / f(t)
0
27
0 7r
27
0
1 ( 1 -ktr
= — (11— ) |: —-—€ v
2T ik 0
_ 1 (1 B (_Dk) _ )0 k gerade (k = 0 auch!)
2mik = k ungerade
Wir vermuten und hoffen also (per Lemmata):
= 2
£ — 7( tikt fikt>
f(®) ; wik ¢ ¢
k ung}rade
> 4
=+ E — sin kt
Beispiel.
2
(z)
t fi):=31t-m? o0<t<or
periodisch fortsetzen
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Fourier-Reihe zu f:

Also konvergiert die Fourier-Reihe

2 oo
" —_— 1
F&)=> cpel® = Thi > 77 008
h=1

kEZ

absolut und gleichméfig auf [0, 27].

Frage: f(t) = f(t) ?
1. Antwort: fiir stetige f ist das ein allgemeiner Satz
2. Antwort: fiir unser f rechnen wir es aus

Falls tatsachlich f = f , dann folgt

mit t =0: 172 = f(0)=f(0) =T+ 2z, also

IS,

mit £ =7 0= f(n) = f(n) = = — > (~1)F1 L = 3

Problem: harmonische Reihe, divergiert

heller Wahnsinn: nochmal differenzieren

F(t) =Y cos(kt)

k=

—_

(kt)



aber: endliche Summen sind explizit bekannt

> cos(kt) =R Z(\ei)k
k=1 k=1 ¢

1—4q¢"

=R g —— p

5 (emt '_ 1)6“ . et—zé
(et —1)e "2

— R ei(nf%) te'%
2isin(3)

B sin((n + ) ) — sin(%)

B 25111(%)

Csin((n+g)t) 1

2sin(%) 2

Fiir beliebig kleine 6 > 0, t € [§, 2m — d] gilt also fiir die Partialsummen

n t
-3 % sin(kt) = Z / s(kt)
k=1

glm.!

:/ 1 -sin((n—i—%)t)dt—%(t—w)—>—%(t—7r)

o(L)—o0

o0 ~
Also konvergiert co + Y. 75 cos(kt) — f in BC' (Banachraum!) und es gilt
k=1

F(t) = —%(t —m) tels2m—4]

Beide Seiten integrieren:

ted,2r—0|(V6) =Vte (0,2r) =Vt e R
Was ist C7 Mittelwert beider Seiten:

2

12
o = 2/ /—I—C
0

\W_/

=:co

=(0C=0=f= f

Lemma 4.40 (2). Sei f € L2, d.h. |f||3 < oo. Definiere ¢, = (ex, f). Dann folgt
> e = |1 fll; < 00 und f =3 cxey.

kEZ

kEZ
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Betrachte den Hilbert-Raum

l2 = {(Ck)keZ ‘ Ccr € C, Z |Ck’2 < OO}

kEZ

Skalarprodukt (Va,b € [?)

<a, b)lz = Z aby,

kEZ

2 2
lellfe := (e,c) =) el

kEZ
Satz 4.41. Die Abbildung ¢ : L? — 12 mit f — c(f) = (cx(f))rez (wobei cip(f) =

27 )
(ens iz = 5= [ f(t)e™™* dt) ist ein linearer, beschrinkter (also stetiger) und unitirer
0

Isomorphismus, d.h.:
unitir: (e(f),cl@))e = (fr9)2 (VfgeL?)
Isomorphismus: bijektiv mit linearer, beschrdankter, stetiger und unitdrer Umkehrung

Es gilt )
F=Y e  (Vf€Ll?)

keZ

Umkehrung = Darstellung durch Fourier-Reihen

Beweis:

©) S el le(Dlle = 111z

linear, beschriankt (also stetig), erhilt Norm

(ii) wnitdr: abstrakter Unsinn, denn in jedem Hilbert-Raum mit hermiteschem Ska-
larprodukt (x,y) (d.h. (z,xz) > 0, (z,z) =0 < x = 0 und (z,y) beinahe linear,
also (Az,y) = A+ (z,y) und (2, \y) = A (z,y)) gilt

lz +yl* = (z +y, 2 +y) = ll2]® + lyI* + (2,9) + (g @)
—_———
2'§R<Z‘,y>
|z +iyll* = (@ + iy, x +iy) = [|2]* + [ly|* + i (z,9) — i (y,2)
= [l=]” + lyll* + 2i - S (2, )

Erhilt also die lineare Abbildung die Norm, dann auch das Skalarprodukt.

(iii) Isomorphismus: Lemma 1

Vorlesung
Lemma 4.42 (nochmal Lemma 1; Orthonormalsystem und Umkehrung). Sei ex(f) = 19.05.2009
e* = cos(kt) + i - sin(kt). Dann gill

(i)
1 k=1 (normiert)
0 sonst (orthogonal)

(er,€1) = O = {
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(i) Zuc€l®ist foo = 3 exer € Ly und ¢, = (ex, foo)s | fool® = el = 3 [enl?

keZ kezZ
Beweis:
(i)
2T
<6 6> i eflkt ilt dt
ks €l o
0
1 2
k=1 5 of 1dt=1
- 2
1 -k 1 I-k)t]2m _
k#1 ﬂbf (=Rt at z(sz)[( "y =0

(i) fn:= 3 cper € L? ist Cauchy-Folge, denn (mit m < n):

|k|<n
2
2 _ —

[fn = fmll” = cpek| = Crek, Crek

m<|k|<n m<|k|<n m<|k|<n

2

E E ckek,clel E ’Ck‘ — 0
n—00
m<|k|<n m<|l|<n m<|k|<n

da 3 |ex]? < oo,
keZ

Wegen Vollsténdigkeit von L2:

foo 1= lim fy = > e

keZ

fall® = D> lexf?

|k|<n

[ fool lim [|fall = /> lerl* = lle]

da Norm stetig n—o0
kEZ

Cauchy-Schwarz: [(f, g)| < ||f]| - |lg|l (hier: Holder-Ungleichung mit p = 2)
1 =gl <[ fllz2 - llgl 2

J1ro-gol ae< ( [1ser >é~</|g<t>|2 dt)%

— Stetigkeit von ( , ):

<f+hg> (fi9) +<(h,g)

[(f +h.g) = [(h, )| < (IRl - 9]
ema foo = <6ma Ck€k> = Z <€m70k€k> =Cm
kEZ keZ
<€m’ foo> - em’ hm n> Stetlzgkelt nl—>nolo <€m’ fn> = Om
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O

Lemma 4.43 (Lemma 2 nochmal; Isomorphismus). Sei f € L2. Setze ¢, = (e, f). Dann
gilt:
(i) ) )
D lerl = 111" < o0

kEZ
——

2
=llell

(i) foo:= S cpex € L?. Dann ist foo(t) = f(t) fiir alle t € [0, 27\ Lebesgue-Nullmenge
[k|<n

bow. || foo — f1| = 0.

Bewelis:

fn = Z cper € L?

|k|<n

fn =orthogonale Projektion von f auf E,, =span{ey | |k| < n} denn
VIE[<n : (f = foex) =0
dh.  f—f. L E,

(*) ”fHQZ<f7f>:<f_fn+fnuf_fn+fn>
= Hf_an2+ an||2+<f_fn)fn>+<fnaf_fn>

0 0
— S laP = 1fP <A ako e = (ewez € 12
Jkf<n
_ 1 _ =9
Lemlfoo_nli{gofn_zckek €L
kEZ
L (%)
() stetig == [|£1I> = 1f = fool® + [ fool®
£ = Il ol (Besselsche Ungleichung)

Zeige also noch || f|| = || fooll-

i)  spezielle Treppenstufe Ty = X = Lj,q

(
(ii) allgemeine Treppenstufe Tiy 5 = X0, 6 = 1[a,g]
(
(
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zu (vi): Zu jedem e > 0 existiert eine Treppenfunktion T, sodass: |1 — f||;2 < €.

(LQ — T””ﬂ)
|T — Two|| = 0 wegen (iii) und 7' = T.

Dreieck
HfooH = ”Too‘i‘foo_TooH > HTooH_Hfoo_TooH
L 1
TR N Tl = I1(f = T)osl

Bessel

= Tl = 1f =TI
Dreieck

= =207 - £l
= I fIl =2

Also [[f] — 2¢ < |fsoll < 1] vnd mit & — 0 folgt dann: [|f]) = [|foo]

zu (i)
1 0<t<
Tat) = 1pa(t) = =t=a 0<a<2r
0 sonst
1 2w . . .
T) = — [ T,()e ®#t qt = — | — ¢ ikt k20
r{Te) 27r/ a(t)e 2 [ i LS
0
1 —ika
—(1—e k#£0
ck(Ta) = {%;”k( ) 7
o k=
oo
2 _ (4 1 — cos(ka)
Solel’ = (57) + 2 oz
keZ k=1
Wir wissen (Bsp.2): i(ﬁ )2 = 71% s (3027(21@) Also
k=1
2 2
2_ & 1 171 2 T
ll"=7=+ § —= <4( ) - 33
7%221%2 > %
_a +1 1 (7% 7a N a?
Ta? 6 w2\6 2 4
a 1
= 5 = 3 | IO @t =T
zu (ii):
Lia,g(t) = Tjo g—a)(t + @) genauso
zu (iii):
n-1 n—1
T:Za'j.l[tjvtj'i'l} :ZGJX]
J=0 =0

n—1 n—1
IT = Tooll = D laj (X — (X)oo)ll = D laj| - X = (X)ooll = 0
j=0 Jj=0
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Vorlesung
Beispiel (3). Partialbruchzerlegung des Kotangens: x ¢ Z 26.05.2009

f(t) := cos(wt), |t| < 7, 27m-periodisch fortsetzen (f € CY)

N

/A RVAVERN

I
Bl— X
+
(¢
/N

DO

8
E
(V]
N~—

absolut konvergent,
stetig in z¢Z

also  mxcot(mx)=1+2- > 2162—14—2 - k2~ — =1-2. %
k>1 1— (%) kn>1
—
geometrische Reihe
fiir |z|<1
00 1
= 1- 2. —— |z?" | Pot ihe i
abs. v, (nzl <1; an):ﬂ ) otenzreihe in x
umordnen =
¢(2n)
Taylor-Reihen:
o 92n )
x cot(x) Z(— )”(2 I on T
n=0
o 1
: X _ n
Wobei o1 — ngo nl Bn T
Bernoulli-
Zahlen
mx cot(mx) Z "B o2 2"
Also folgt fiir alle n € N,0 < ¢(2n) = z = 221 (—1)""1 By, w®" = | Byy|

- (2n)!
2

z.B.n:I:Zk%:%
Asymptotik der Bernoulli-Zahlen fir n — oo

. 2n)! Ir(2n)*" S 2 n .
¢(2n) o 1 Folglich |Bay| ~ % Stiﬁing % = 4y/mn (ﬂ) " wiichst

n = e2nlog(n) gyper-exponentiell)

abartig schnell (n?
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5 Metrische Raume

5.1 Metrik und Mengen

Definition 5.1. Eine Menge E mit einer Abbildung d : Ex E — [0, 00), heift metrischer
Raum (E,d) mit Metrik (Distanz, Abstand, Abstandsfunktion) wenn gilt

(i) symmetrisch: d(z,y)=d(z,y)

(ii) positiv: d(x,y) >0
dz,y) =0 z=y

(iii) Dretecksungleichung: d(x,z) < d(x,y) + d(y,z)(Vz,y,z € E)
Beispiel.
(i) Jeder normierte Raum (E, ||-||) ist metrischer Raum mit d(z,y) := ||z — y||. Y
y

Etwa E =R,C,R",C", L?, BC, . .. ya—

X

B =

N
auf CN @ d(x,y) = <Z |z — yk|p> ,p > 1 (p=1: Taxi-Metrik)
k=1
oder d(z,y) := max |xx — Y
(ii) Teilmengen A metrischer Raume sind wieder welche, mit der selben Metrik d

(iii) endliche karthesische Produkte metrischer Rdume sind wieder welche, z.B. mit Taxi-
Metrik: (E4,d1), (E2,d2) metrische Rdume = (E; x E», d) metrischer Raum, z.B.
mit Taxi-Metrik

d((z1,y1), (x2 — y2)) = di(x1, 22) + d2(y1,y2) x; € Bh,y; € Eo

(iv) Jede Menge E ist metrischer Raum, beziiglich der diskreten Metrik

d(x, ) 0 fallsx =y
x,y) =
Y 1 falls 2 # y

(v) Sei A beliebige Menge, (E', d') metrischer Raum, yo € E' B(A,E’) :={f : A— E'| f beschrénkt}
(dabei heifst f beschrankt, wenn sup d(f(a),yo) < 00)

E ist metrischer Raum beziiglich der Metrik

d(f,g) :==supd (f(a),g(a))

a€A
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Bemerkung: Metriken als Absténde beliebiger Elemente, erlauben es auch tiber Absténde
von Mengen zu reden: (stets Teilmenge von F, (E,d) metrisch)

d(z,A) := inf d(z,a)

a€A
d(A, B) = inf d(a,b)
acA
d(X,A) beB
X d(A,B)

Da aber ANB # () = d(A, B) = 0 ist dies keine Metrik
auf Teilmengen!

symmetrischer Hausdorffabstand zweier Mengen

di (A, B) := max {sup d(a, B),sup d(b, A)}
acA beB

Definition 5.2. Stets (E,d) metrischer Raum

(i)  Wir nennen B,(z) := {y € E | d(z,y) <r} offene Kugel (Ball) mit Radius r.
Abgeschlossene Kugel: B.(z) :={y € E | d(x,y) <r}. Wir nennen U € E Um-
gebung von x € E, falls ¢ > 0 existiert mit B.(z) C U.

U

ON

(i) Wir nennen A C E offen in E wenn A Umgebung jedes seiner Punkte a ist, das
heifst fiir jedes a € A existiert ein € > 0 mit B.(a) C A.
N——

e-Kugel in E
(iii) Wir nennen A C E abgeschlossen in E, wenn E \ A offen ist in E.

(iv) Der Abschluss A von A C E ist Vorlesung

) 28.05.2009
A:={z € E | B:(x)NA# o fiir jedese >0} ={z € E | d(z, A) = 0}
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B:(X)

Das Innere A von A ist
A:={z € A|Je>0mit B-(x) C A} = {z € A| A ist Umgebung von z}
Der Rand §A von Aist 64:= A\ A

(v) Eine Teilmenge A von E heift dicht in E, wenn A = E.
Eine Teilmenge A von B C F heift dicht in B, wenn A O B.

(vi) C C FE heikt zusammenhdngend, wenn fiir beliebige disjunkte Uberdeckungen
von C' durch in C offenen Mengen A, B gilt: A = @ oder B = @. Also nochmal:

A, BoffteninC, ANB=g, AUB=C — A=goderB=g

(vii) K C E heiit kompakt, wenn jede Uberdeckung K C |J U™ durch (endlich, ab-
i€l
zéahlbar oder iiberabzdhlbar viele) offene Mengen U; eine endliche Teiliiberdeckung

n
besitzt, d.h. es existieren iy, ...,i, € I mit K C |J Uj,.
k=1

K heifit relativ kompakt, wenn K kompakt ist.

Beispiel.
(a) E = Ra d(‘Tvy) = ’(L’ - y’
I =(a,b) offenes Intervall ist offen in

I =la,b] abgeschlossenes Intervall ist abgeschlossen in E

I =la,b) weder offen noch abgeschlossen in E

Aber jede beliebige metrische Menge A C F ist sowohl offen als auch abgeschlossen
in A.

(b) Qist dicht in R, Q@ = R. Die irrationalen Zahlen sind es auch, R\ Q = R.

Q=2 Q=R
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(¢c) {Polynome} ist dicht in C%([a,b], R), Supremumsnorm ([Weierstrass]).

{trigonometrische Polynome} = L%([0, 2], C)

= endliche Fourier-Summen

(d) (ohne Beweis)

K c RY oder CV beziiglich iiblicher Norm /Metrik ist relativ kompakt <= K ist beschrinkt

(e) (ohne Beweis)

n n
K; kompakt (i =1,...,n) = U K; und ﬂ K; auch kompakt
i=1 i=1

Proposition 5.3.
(i)  Beliebige Vereinigungen und endliche Durchschnitte offener Mengen sind offen:

n

U Afﬁen = offen ﬂ Afﬁen = offen

i€l i=1
Fir BC ACE gilt:

B offen in A < 3U offen in E mit B=ANU

(i) Beliebige Durchschnitte und endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind
abgeschlossen:

n
U A?b‘q = abgeschlossen ﬂ A,?bg = abgeschlossen
i=1 i€l

B abgeschlossen in A <= 3V abgeschlossen in E mit B= ANV

(1ii) A= U B mit B offen in E ist die grifite in E offene Teilmenge von A.
A= B(%AB mit B abgeschlossen in E ist die kleinste in E abgeschlossene Menge,
die ABi;jthdlt.

(iv) 6A=AN(E\A) st abgeschlossen in E.

(v) Seien alle C; zusammenhdngend, ﬂ Ci # @. Dann ist C := U C; zusammenhdn-
gend. ! !

(vi) (ohne Beweis)

Ey x Ey ist zusammenhdngend bzw. komplex <= Fy und Fy sind zusammenhdngend bzw. komplex

Beweis:
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(i) ae€A:=|J A%, Also existiert i mit a € A" und & > 0 mit B.(a) C A; C A.
i€l
Also ist A offen.
endlicher Durchschnitt:

n
a€ A= ﬂ A?Hen — Vi Je; mit B, (x) C A;
i=1
n

= B.(z) [ Ai, wenn wir € := min{ey,...,e,} wihlen
i=1

,<“ b€ B=ANU, U offen in E. Dann existiert ¢ > 0 mit BX(b) C U. Also

BA(b)=BE(bW)NACUNA=B

(ii) Schreibe CA fiir die Komplemente CA := E\ A

()

el il

offen wg. (i)

= abgeschlossen

n e
Analoge Beweise fiir A?bg = abgeschlossen und die behauptete Aquivalenz.

i=1
(iii) ,C%ac A= B.a) € A fiir geeignetes e(a)
B := U B_(g)(a) C U B’ mit B’ offen in F
acAT—~—" picAa
offen

offen wg. (i)

— A - U B’ mit B’ offen in F
B'CA

,2be |J B mit Boffenin E, etwa b € poffen — 4
BCA

— Je>0mit B.h)) CBC A=bec A
(iv) : ;
ANE\NA=AN(E\A)=A\ A=:04
(E\ A= (E\ A) ist eine Ubungsaufgabe )
(v) Sei mg € () C#h. Betrachte disjunkte Zerlegung C' = A°fen (j pofen Qhne Ein-

iel
schrankung xp € A. Dann sind alle Mengen

C; = (A°T" 0 Cy) U (BT 0 Cy)

offen in C; offen in C;
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Weil C; zusammenhéngend und weil g € AN C; folgt BN C; = @ (Vi). Also auch

B=(C;NB)=2.
el

Bemerkung:
(a) Zu x € E betrachte

C(z) = U c#h zusammenhéngend (weil x € C fiir jedes solche C')
zeC

Per Konstruktion ist C(z) die grofite zusammenhéngende Teilmenge von E, die x
enthélt. Man nennt C(X) die Zusammenhangskomponente von x (in E).

(b) I C R ist zusammenhéngend <= [ ist Intervall

denn:
,=—=" I ist Intervall heifit: a,b € I und = zwischen ¢ und b = x € I.

Angenommen die zusammenhingende Menge I wire kein Intervall. Dann
existieren a < b€ I und a < z < bmit = ¢ I. Setze A := (—o0,z) N[ und
B:=(z,0)NI.Dannist = AUB,ac A#3,be B# @ und A,B
offen in I. Also Widerspruch zu I zusammenhéngend.

(c) Jede offene Teilmenge A von R ist Vereinigung hiochstens abzahlbar vieler Intervalle.

denn: A ist disjunkte Vereinigung seiner Zusammenhangskomponenten und das sind
alles offene Intervalle, die jeweils eine rationale Zahl enthalten.

Beispiel. ,Die“ Cantormenge

C:= {x € [0,1] | Ja; € {0,2} mit x—Zai-3_i}

i=1

C = [0, 1], aber sukzessive immer offene mittlere Drittel herausnehmen.

o606
0 3 1

Ubrig bleibt C' (eine Nullmenge).

wlN

Eigenschaften der Cantormenge:

(a) vollstédndig (hier: abgeschlossen)

(b) total unzusammenhdngend, d.h.

Cz)={z} (Vxel)

(c) perfekt, d.h.
xeC\{z} (Vxel)

Beweis:
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C=1[0,1]\ U(offene mittlere Drittel)

offen
Mittelpunkte: 0,a1as...a,-1111... a; € {0,2}
Also C' abgeschlossen in [0, 1], also abgeschlossen in R.

(b) Betrachte

C>xz1:=0,a1a2...a,-10...
Cz2:=0,a1as...an_1111...

C > x9 =0,a1a2...ap-12...

Also kénnen niemals x; # z9 in derselben Zusammenhangskomponente (Intervall)
liegen.

(c)
C 3y :=0,a102...0,-10n(2 — Apt1)An 420043 - - -

4

— z:=0,a103...0n—10n0n+10n4+20n+3 - - -
n—oo

O]

Allgemein heifen Mengen C' # @ Cantormengen, wenn sie vollstindig, total unzusammen-
héngend und perfekt sind.
5.2 Metrik und Konvergenz
Stets (F,d) metrischer Raum.
Definition 5.4. z, heilst konvergent gegen x = lim x,, x, — x, wenn
n—o0o
Ve >03dngVn>ny @ d(ag,z) <e
(d.h. wenn lim d(z,,z) =0).
n—oo
Definition 5.5. (z,)nen heift Cauchyfolge, wenn
Ve >0 3ng Vm,n > ngy : d(xy,zy) <&

Bemerkung: (F,d) heifst vollstéindig, wenn jede Cauchyfolge in E einen Limes besitzt, der
in E liegt.

Beispiel.
1 .
C:[O,l]\{2 =AUB
1 1
A= - B:=(=-,1
2 -G
A, B offen in C
1
A= (-1, 5) N C, also A offen in C
N——
offen in R
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Proposition 5.6. Seien (E;,d;) metrisch, E1 X Ey metrisch mit d((z1,z2), (y1,y2)) =
di(z1,91) + da(22,y2). Dann gilt

(E1 x Es,d) vollstandig <= (F1,d1) und (Ea,ds) vollstindig

Beweis:
(a) Konvergenz

(', 2y) — = = (21, 72) = 2y — 1 (in E1) und 25 — 9 (in E»)

(b) Cauchyfolgen

2" = (a,zy) Cauchyfolge in Eqx Es = x} Cauchyfolge in E; und x Cauchyfolge in Eo
er.

O]

Proposition 5.7. Sei E wvollstandig, A C E abgeschlossen in E. Dann ist auch A wvoll-
stdndig.

Satz 5.8 (Satz von Baire (1874-1932)). Sei E wvollstandig, A; offen und dicht in E, i € N.
Dann ist A= (| A; dicht.
1

1=

Beweis:
o 00
Idee: Sei # € E, € > 0 beliebig. Finde a € B.(z) N <ﬂ AZ). Wihle a; € B:(z)
i=1
und 0 < &1 < 3 mit B, (a1) C B.(z) N Agfen.
Waéhle sodann sukzessi&(induktiv) zu gegebenen a,_1 € Ap_1, €n_1 €in ay
und 0 < &, < 27" mit B, (ay) C Be, ;(an—1)N Aoffen.
Zeige: a, — a € B:(z) N A.
Schritt 1:

Bam/(am’> - Bsmlil(am’—l)

Dies wurde induktiv so konstruiert.

Schritt 2:  a, ist Cauchyfolge, also existiert a = lim a, in F, vollstindig.
n—oo

denn: Fiir m > n gilt

am € Be,, (ay) C ... C B, (an)

Also
dlam,an) <ep, <27" —0
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Schritt 3:

ae <ﬂ An> N Be(x)

neN

denn: a,, € B, (a,) (Ym > n) abgeschlossen, also vollstéindig. Darum also
fiir m — oo:

a € B, (a,) C Ay

—aec A= ﬂAn
neN

Genauso: a, € B:(x), abgeschlossen, vollstiindig.

Bemerkung:

(a) Sei X vollstdndig und metrisch, A C X. Wir nennen die Menge A generisch (auch:
residual), wenn A abzdhlbare Durchschnitte offener und dichter Mengen enthélt. A
heifst mager (diinn, von 1. Baire-Kategorie), wenn A in einer abzdhlbaren Ver-
einigung nirgends dichter Mengen enthalten ist. A heiltt von 2. Baire-Kategorie,
wenn A nicht von 1. Baire-Kategorie ist.

A generisch <= X \ A mager
A generisch = A ist von 2. Baire-Kategorie, aber nicht umgekehrt!

(b) ,typisch® =  meistens* = generisch sind reelle Zahlen irrational:
R\{an | n e N} = ﬂ(R\{an})
neN

5.3 Metrik und Stetigkeit
Vorlesung
Stets (E,d), (E',d') etc. metrisch. 04.06.2009

Definition 5.9. f : E — E’ heilt stetig in zo € F, wenn fiir jedes € > 0 ein 6 > 0
existiert, sodass

d(z,z0) < 6 = d'(f(z), f(x0)) < ¢

f heikt stetig, wenn stetig in allen xg € F.
f heikt homdomorph (Homoomorphismus), wenn f bijektiv und f, f~! beide stetig.

Bemerkung: Alle fritheren Sétze liber stetige Funktionen, die auf der Dreiecksungleichung
beruhen gelten weiter.

(a)

f stetig = f(nlggoxn) = nh_{go f(xn)
(b) fi:E1 — Es, fo: Ey — E3 beide stetig

= f = fao f1: B4 — Ej3 stetig
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(¢) Wenn fi, fo : E — E' beide stetig und E’ ist ein normierter Vektorraum, dann folgt:

fi+ fo: E— E' mit x — fi(z) + fo(z) ist stetig

(d) Sei f : E — FE’ stetig, E' ein normierter K-Vektorraum (K = R oder C) und
A E — K stetig. Dann folgt
A-f:E— E' st stetig
1
X~f:E—>E/ ist stetig, wo A # 0

(e) Die Metrik d selbst ist auch stetig.
d:ExE— & mit (z,y) — d(z,y)
Ei, dy E3, d2

denn:

da(d(,y), d(wo,y0)) = |d(z,y) — d(z0,y0)]

< ‘d(l‘, y) - d(x7 yO)’ + ‘d(.%‘, yo) - d(l‘o, yO)’
< d(y7 yO) + d(.f, .%'0)

=d
Def. 1(('7;7 y)7 (.T(], yO))
Also ist d : F X E — R sogar Lipschitz-stetig.

Satz 5.10. Sei f : E — FE’, beide metrisch. Dann sind dquivalent:
(i) [ ist stetig.
(ii)  f~1(offen) = offen, d.h. fiir jede offene Teilmenge U’ von E' gilt: f~1(U) = offen.

(iii) f~'(abg.) = abgeschlossen, d.h. f~1(A’) ist abgeschlossen fiir beliebige abgeschlos-
sene A’.

(iv) f(A) C f(A) fiir alle Teilmengen A C E.

Beweis:
(i) = (iv)  Sei a € A beliebig, d.h. a = lim a, mit a, € A. Also
n—,oo

£la) = F(lim a,) = lim fla) € F(A)
n—,oo n OO\\,—/
€f(4)
(iv) = (iii) Setze A := f~1(A’), A’ abgeschlossen, d.h. A’ = A’. Dann gilt

A CfA)=FfHA)=A=A

f~! darauf anwenden:
AC M) cfriA)=4AcA

Also A = A, abgeschlossen.
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(iii) = (ii) Sei U’ C E’, offene Teilmenge. Dann ist CU’ abgeschlossen und

FHUy = fNCCUY) £ € f ()
b
abg.
abg. wg. (iii)

offen

(ii) = (i)  Seixg € E, ¢ > 0 beliebig. Wegen (ii) ist x9 € f~(B:(f(x0))) offen. Foglich
—_——

offen

existiert 6 > 0 mit € Bs(zo) C f~H(B(f(w0))), d.h.
d(xva) <0 = d/(f(ZE),f(fL‘O)) <e

O]

Definition 5.11. Seien dj, dy zwei Metriken auf derselben Menge E. Wir nennen die
Metriken dquivalent, wenn id : (E,dy) — (E,dy) ein Homéomorphismus ist.

Bemerkung:

(a) Aquivalente Mengen haben dieselben offenen, abgeschlossenen, zusammenhingen-
den und kompakten Mengen sowie dieselben stetigen Funktionen.
Topologie: Eigenschaften untersuchen, die sich unter Homéomorphismen nicht &n-

dern
(b) Normen |||, ||||; eines Vektorraums E heifen dquivalent, wenn die zugehorigen
Metriken di(z,y) := || — y||,, dquivalent sind. Weil im Banachraum stetige lineare

Abbildungen (wie z.B. id) beschrénkt sind (und umgekehrt), sind Normen dquivalent
< dei,e0 > 0 mit ¢ ||z]|; < zlly < e f|z]]; (Vo € E).

Satz 5.12. Sei f : E — FE' stetig, C C E zusammenhingend in E. Dann ist f(C)
zusammenhdngend in E’.
Kurz:

f stetig —  f(zsh.) = zusammenhdngend

Korollar 5.13 (Zwischenwertsatz, [Bolzano]). Sei f : E — R stetig, C' zusammenhdngend
in E und a,b € C. Dann nimmt f auf C jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an.

Beweis (Korollar): f(C) C R zusammenhéngend, also Intervall. O

Beweis (Satz): Ohne Einschrinkung £ = C, E' = f(C). Sei E' = f(C) = A’ U B,
beide offen, disjunkt. Dann folgt C = A U B, beide offen, disjunkt mit A := f~1(A’),
B := f~1(B’). Da C zusammenhiingend, ist ohne Einschrinkung A = @. Also auch A’ =
f(A) =2. O

5.4 Kompakte Mengen

Stets (E, d) metrisch.

Definition 5.14. Wir nennen K C E total beschrdankt, wenn zu jedem € > 0 eine
Uberdeckung von K durch endlich viele Kugeln mit Radius € > 0 oder durch endliche viele
Mengen B mit Durchmesser diam(B) < ¢ existiert.

(diam(B) := sup d(z1,x2))

Z1,T2
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Satz 5.15. Die folgenden drei Bedingungen fiir K kompakt sind dquivalent:

(i)  (Borel-Lebesgue, iiberdeckungskompakt):
Zu jeder offenen Uberdeckung K C \J U; existiert eine Uberdeckung von K durch
i€l
nur endlich viele der U;.
(i)  (Bolzano-Weierstrass, folgenkompakt):
Jede Folge x,, in K besitzt eine in K konvergente Teilfolge:

z = lim z,, € K
k—o0

(153) K ist vollstandig und total beschrankt.

Beweis:
o0
(i) = (ii)  Gegeben: Folge x,, € K. Setze F,, := {zy, Tpnt1,...}. Zuzeigen:x € (| F, # .
n=1

o0

indirekt: Angenommen () F,, = &. Setze U,, := K \ F,,, offen. |J U,, = K.
n=1 n>1

Nach (i) geniigt auch ein endlicher Teil:

Ing : U Up=K
k=1

Wihle n > ng. Dann folgt

no no
tm€K=JUr =K\ (| F=K\ Fy,
k=1

k=1 Stn

=1, ¢ K = Widerspruch!

(ii) = (iii) Zeige: K vollstandig und total beschrinkt.
vollstandig: Sei x, Cauchyfolge in K. Wegen (ii) hat xz, eine konvergente
Teilfolge x,, — x € K. Wihle ¢ > 0 beliebig sowie:

ko mit d(zp,,x) < (Vk > ko)

NN ™

ki,n, mit d(xy,, Tn,) < (VYn > ny; Yk > k1 > ko)
Also
d(xpn,x) < d(xp, 2n,) + d(ay,,z) <€ (Vn > ny)

total beschrankt: (indirekt) Ware K nicht total beschrénkt gibe es ein gy > 0,
sodass jeder Versuch K durch endlich viele eo-Kugeln zu iiberdecken schei-
tert. Dann konnen wir aber induktiv Punkte z,, € K finden, sodass fiir zg
beliebig:

d(Tpt1,TK) > €0 (VE=1,...,n)

Dann kann es aber keine konvergente Teilfolge geben, weil Cauchy mit %
scheitert.
= Widerspruch zu (ii)
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(iii) = (i) (indirekt) Angenommen wir hiitten offene Uberdeckung |J UPf™ O K ohne
A€A

endliche Teiliiberdeckung. Zu &, := 27" betrachte jeweils endliche Uberde-
ckungen von K durch e,-Kugeln (total beschrénkt). Das erlaubt die sukzes-
sive Auswahl von Kugeln B,, = By-«(x,) mit folgenden Eigenschaften:

By ohne endliche Teiliiberdeckung durch Uy, B, ebenso und B, N B,+1 # <.
Sei ndmlich B, ohne endliche Teiliiberdeckung durch die Uy schon konstru-
iert. Von den endlich vielen e,41-Kugeln, die B,, iiberhaupt schneiden muss
es dann auch wieder eine ohne endliche Teiliiberdeckung geben. Diese wihlen
wir fiir By41.

(1) Behauptung: x,, sind Cauchyfolge, also konvergent (da K vollstindig).
denn:

a < Bn N Bn+1
d(xp,xn +1) < d(xn,a) + d(a, xpi1)

Also fiir beliebiges p € N induktiv:

d(fEnv xn-{—p) < d(CEn, xn—i—l) + d(xn-i-ly mn—l—2) +...+ d($n+p—1a CCn—&—p)

< § . (2—n + 2—(n+1) + 2_(”+2) + ...+ 2—(n+p—1))
-2

3
<Z.9m.9g—3.9" 4

2 n—00

Also Cauchyfolge.
(2) Widerspruch fir x := li_)rn xn € Uy, (definiere Ao € A so!).

Weil Uy, offen, existiert ¢ > 0 mit B.(z) C Uy,. Wiahle nun n so grofs, dass

d(xn, ) < % und 27" < g

Dann folgt aber
BTL — B2*’7L (xn) g Bg(w) g U)\O

und ist sogar durch ein einziges Uy, iiberdeckt.
= Widerspruch zur Konstruktion von B,,.

Bemerkung:

(a) Abgeschlossene Teilmengen kompakter Mengen sind kompakt.
(b) Sei K C RY oder CV. Dann:
K kompakt <= K abgeschlossen und beschrinkt

(K =1[0,1]: Heine (1821-1881))
denn:

K kompakt <= K vollstindig und total beschrinkt (wegen (iii))
<= K abgeschlossen und total beschrinkt (R™, CV vollstindig)
<= K abgeschlossen und beschrinkt (e - ZV-Gitter in RY)
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(c) Beschriankte Mengen im unendlich dimensionalen Hilbert-Raum miissen nicht unbe-
dingt total beschrankt sein.
Beispiel. L? und die Menge {v/2 - sin(nz) | n € Ng} C Einheitskugel in L?
27
1
o /2sin2(nx) dez =1
0
[$m — Snll72 = V2 fiir m #n
Satz 5.16. Sei f : E — FE’ stetig, K C E kompakt. Dann ist f(K) kompakt.
(kurz: [ (kompakt) = kompakt)

Beweis: Betrachte beliebige Folge vy, := f(xy) in f(K) mit =, € K. Weil K kompakt ist
existiert eine konvergente Teilfolge x,, — = € K.

Weil f stetig ist y,, = f(xn,) — f(x) € f(K) ebenfalls konvergente Teilfolge. Also f(K)
kompakt. O

Satz 5.17. Sei f : E — R stetig, E kompakt. Dann nimmt f auf FE sein Minimum und
Maximum an.

Beweis: f(E) C R kompakt, also

beschrinkt —00 < inff < supf < o
E
und abgeschlossen mEin f max f

Nachtrag zu Satz 5.3 (vi):

E, x Ey kompakt/zusammenhingend <= E; und Ej kompakt/zusammenhéngend

Beweis:

,= Ohne Einschriankung zeige E; ist kompakt/zusammenhéngend.
Die Projektion p; : Ey X Eo — Ej mit (z1,x9) — x7 ist stetig. Wegen f(kompakt) =
kompakt und f(zusammenhéngend) = zusammenhéngend fiir f stetig ist E7 kom-
pakt/zusammenhingend.

W= kompakt: (z1p,x2n) € E1 X Ey hat konvergente Teilfolge.
Wihle konvergente Teilfolge 15, und konvergente Teilfolge Tany,, -
= (Z1p,, :Z/‘anj) konvergiert in Ey X Es.
zusammenhdngend: Betrachte (a,b), (a’,V') € E1 x Es beliebig. Zeige: (a,b), (a’,b’)
liegen in derselben Zusammenhangskomponente von E; X Fs.
Betrachte Z := ({a} x E2) U (E; x {b'}). Well (a,b), (¢/,V') € Z, zusammenhingend,
liegen (a,b), (a/,’) in derselben Zusammenhangskomponente von Fy X Fs.

E.
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Satz 5.18. Sei f : E*t — E’ stetig. Dann ist f gleichmifig stetig, d.h.
Ve>030>0 : d(z,y) <d = d(f(z),f(y) <e

Beweis: (indirekt) Angenommen

1
Jep > 0 Vo = > 0 existiert d(xy,y,) < d mit d'(f(zn), f(yn)) > €0

Da E kompakt ist existieren konvergente Teilfolgen, sodass x, — x, ¥y, —> . Weil f ste-
tig ist gilt dann auch f(x,) — f(x), f(yn) — f(z). Dann folgt aber d'(f(xy), f(yn)) — 0.

Also kann so ein ¢ nicht existieren. ]
Vorlesung
Definition 5.19. CO(X,Y) := {f : X = Y | f stetig } ist fiir kompakte X ein metrischer 11.06.2009

Raum mit der Supremums-Metrik
d(f,9) = maxdy (f(x), (z))

Dieses Maximum existiert, weil dy (f(x),g(x)) in x € X (kompakt) stetig ist.
(Vergleiche Banach-Raum stetiger Funktionen, falls Y Banach-Raum ist.)

Bemerkung: Sei Y vollstindig, X kompakt. Dann ist auch (C%(X,Y),d) vollstindig.
denn: Sei f,, Cauchy-Folge in C°(X,Y).

f(x) = lim f,(x)

n—oo

Wie frither ist f stetig:

dy(f(z), f(y) < dy(f(z),fulz) + dv(fulz), fu(y) + dv(fuy), f(v))
g g g
< g + g + g
< ¢

(fur dx(z,y) <6 = d(n,e); fn ist gleichméRig stetig)
Definition 5.20. § C C(X,Y) heift gleichgradig stetig, wenn

Vo Ve > 0 30 = §(x0,¢) @ d(2',z0) <d = d(f(2'), f(z0)) <e¢ (VfeF)
0 hangt hier nicht von f ab!

Satz 5.21 (Arzela und Ascoli). Sei @ #§ C CY(X,Y), X kompakt, Y wollstindig. Dann
ist § genau dann relativ kompakt (d.h. § ist kompakt), wenn folgende Bedingungen erfillt
sind:

(1) F(x):={f(z) | f €T} ist relativ kompakt (Vx).
(ii) § ist gleichgradig stetig.
Beweis:

,=“  F ist kompakt, zeige (i) und (ii)
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(i) Fiir z € X beliebig betrachte die stetige Abbildung (Auswertung in z, Projektion)
pe :CUX,Y) =Y  mit fe— f(x)

= - 5 ist k k¢
F@)=p(8) € p. ( F ) ist kompa
stetig kompakt

Also F(z) = kompakt (im vollstindigen Raum Y).

(ii) Uberdecke die kompakte Menge § durch Kugeln Be(fi), i = 1,...,n, total be-
schrinkt (¢ > 0 beliebig, 9 € X). Weil alle f; in z( stetig sind, existiert §; > 0

mit
€
dx(z,20) < 6; = dy (fi(z), fi(zo)) < 3
Wihle 6 := lir?in 0; > 0. Dann folgt fiir beliebige f € §:
Jfi mit d(fi, f) < % (Kugeln!)

und folglich

dx(x,xo) <)< =

dy (f(z), f(zo)) < dy(f(z), fi(z)) + dy(fi(z), fi(zo)) + dy(fi(zo), f(z0))
£ £ £
< g + g + 3
< ¢

,<=" Zeige § kompakt, d.h. vollstdndig und total beschrinkt
vollstéindig: abgeschlossene Teilmenge des vollstindigen Raumes C(X,Y)

total beschriankt: Uberdecke § durch endlich viele Mengen V,, mit Durchmesser €. Weil §
gleichgradig stetig ist, existiert zu € und jedem z € X ein 6 = §(x) > 0, sodass gilt

#' € Byoy(a) = dy(f(). f@)) < 5 (VfE€F)

Da X kompakt ist iberdecken schon endlich viele Kugeln B; := Bj(,,)(zi) (i = 1,...,n)
die gesamte Menge X ({iberdeckungskompakt).

n

Wir wissen ferner, dass alle §(x;) relativ kompakt sind. Also ist |J §(z;) C Y iiberdeckt
i=1

durch endlich viele Kugeln B (yj)inY (j=1,...,m).

Zu jeder Abbildung ¢ : {1,...,n} — {1,...,m} definiere jetzt
Vo ={feC’X)Y) |z €B;= f(x) € B:(Yps)) Vi=1,...,n}

1. Behauptung: Die V,, iiberdecken §.

n
denn: z muss stets in einem B; liegen, weil |J B; 2 X. f(x;) muss in einem B: (y;) liegen,
i=1

n
weil diese |J §(x;) tiberdecken. Setze (i) := ein solches j, um zu sehen, dass f € V.
i=1
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2. Behauptung: diam(V,) < e (Vo)
Seien f,g € V,,N§. Dann gilt fiir alle z € X:

d(f(x),9(x)) < d(f(2), f(zi) +  d(f(xi)yew) +  dWea,9(@)) +  dg(zi), g(x))

lx e B LfeV, lgeV, lxebB;
< € R L€ R
- 4 4 4 4
< ¢
= d(f,9) <e¢, diam(V,,) <e
sup,,
Also ist § vollstindig und total beschrinkt (#¢ = m"), also kompakt. O

Beispiel. X =[0,1], Y =R.

§ ist relativ kompakt, wenn jedes §(z) beschrinkt und § gleichgradig stetig ist.

Z.B. sind Mengen § Lipschitz-stetiger Funktionen mit Lipschitz-Konstante L(f) < C (Vf €
§) gleichgradig stetig oder Mengen von Funktionen mit beschrinkter Ableitung.

(Lipschitz-stetig: dy (f(x), f(y)) < L-dx(z,y) (Vx,y))

5.5 Banach’scher Fixpunktsatz
Sei (E,d) metrischer Raum.

Definition 5.22. Wir nennen F : E — E Kontraktion, wenn F Lipschitz-stetig mit
Lipschitz-Konstante L < 1, d.h.

V<L<1: dF(z),Fy)<L-dy)

Satz 5.23 (Banach’scher Fixpunktsatz). Sei E vollstindig, F : E — E Kontraktion. Dann
besitzt F' genau einen Fizpunkt x. € E, d.h. F(x,) = x.. Fir jeden Startwert zy € E

konvergiert die Iteration xp4+1 := F(x,) (n=10,1,2,...) gegen z, = lim x,.

L
H1—>OO
Es gilt lineare (geometrische) Konvergenz:

d(zy, ) < L™ - d(xy, x0)
und praktischer

L’n
d(Ts, Tn) < T T

. d(l’l, 1’0)
Beweis:
d($n+2>$n+1) = d(F($n+1),F($n))

<L- d(anrla -Tn)

= (Ln; A(Tntj41, Tnj) < L d(zpy1, )
iterieren

A
:A> (2)n,k d(xn+ka $n) < d(l'ny xn—&—l) +--+ d(wn+k717 $n+k)

,\
IN=

1+ 4+ LY d(zpgr, zn)
LTL
1—L

~d(x1,x0)
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= (zp) sind Cauchy-Folge, z,:= lim z,
n—oo

= F(z.) = F(nli_)ngO Tp) = Illi_)n;O F(zy,) = nh—>Holo Tpgl = T
Ferner

n

2 Az, 7)) <
()n,kki; (‘7: xn)—l_L

d(s, Tpt1) = d(F(xy), F(zn)) < L-d(2s, )
= d(ws,zn) < L" - d(s, 20)

iterieren

. d(l‘l, CE(])

Vorlesung
Satz 5.24 (Variante: Fixpunktsatz mit Parametern). Seien A, E metrisch, E vollstandig, 16.06.2009
F:AXxE — E mit (\z)— F(\x) stetig und uniforme Kontraktion beziglich x, d.h.

V<L<IVAEAVz,ye E : d(F(\x),F(\y) <L-d(z,y)

Dann haben wir fir jedes X € A einen eindeutigen Fizpunkt x.(\) der Abbildung x — F(\, x)
(x:(N) = F(X\,2+(X))). Die Abbildung A — E mit X\ — x.(\) ist stetig, d.h. der Fizpunkt
() hdangt stetig vom Parameter X € A ab.

Beweis: Nach Satz existieren die Fixpunkte x,()\). Zeige Stetigkeit.
Kurz: .0 = 2.( o), s = T4(N)
Stetigkeit von A — F(\, z40):

Veg > 036 >0 d()\,)\o) <) = d(F(}\,l‘*o),F()\o,$*o)) < €o

Dann gilt fiir solche A auch

d(xe,xx0) = d(F(\ xy), F(Ao,Zx0))
< dF(N ), F(Nzw0)  + A (A 240), F(Ao, T40))
< L d(zs ms0) + &0
1
= d(z,T+0) < [ = ¢
fireg:=(1—-L)-¢ O

o s . _ 1 -z
Beispiel. Lose v = se

E :=[0,00) vollsténdig.

F(x):= le_x y y
@) = |5 < - -
. __ €
= |F(@) = F(y)| < 5 e —y| fiir 2,y > 0

*T

Finde also die Lésung x = z, = lim x,, wobei z,4+1 = F(z,), xo > 0 beliebig.
n—oo
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Stabile Fizpunkte
Sei F': R — R, C! mit Fixpunkt x, = F(z,). Sei |F'(z.)| < 1. Wihle ein echtes abge-

schlossenes Intervall I um ., € I, sodass L := sup |F’(z)| < 1. Wegen des Mittelwertsatzes
xel
ist F' eine L-Kontraktion auf I:

[F(z) = F(y)| < L[z -y

Mit y := x, folgt F': [ — I.

Folglich gilt z, = lim x, fiir jede Iteration x,y; = F(xy,), o € I. Man nennt x, lokal
n—oo

asymptotisch stabil unter der Iteration F.

MY o<t o Y 12 Y 2«as3

N
Il
-

T T |
0 )'(0 1X 0 )I(o 1X 0 Xo 1X

Selbstihnliche Mengen

Definition 5.25. Sei F metrisch, f; : E — E, i =1,...,N. Wir nennen & # A C FE
selbstdhnlich zu den f; wenn gilt

A ist sozusagen ,symmetrisch” oder ,dhnlich* beziiglich aller Abbildungen f; zugleich.

Beispiel.
1. N=1, f(x) == 1aufE R.A=7Z
Oder N =1, E = R*. Dann stellt f eine Drehung dar.
2. N=2,E=]0,1]
1 2 1
fl(x).—g-:c fg(:c)—g—i—g-x
A = Cantormenge
| ya N |
| DS 7 |
0 3 5 1
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triadische Darstellung: 0, ajazas . ..
f1 macht a1 =0, fo macht a; = 2, also a1 # 1 usw.

A= fi(A)U fr(A Ufz ) =J(fio Fi)(4)
1,J
= U(fz-ofj o fr)(A) =

i?j?k

Satz 5.26. Sei E metrisch und vollstindig, f; : E — E eine L-Kontraktion zu L < 1,
i=1,...,N. Dann existiert unter allen nichtleeren kompakten Teilmengen A von E genau
eine selbstihnliche.

Beweis: Betrachte E' := {A C E | @ # A kompakt}. Es ist bekannt, dass E’ beziiglich
des symmetrischen Hausdorff-Abstandes
di (A, B) := max {sup d(a, B),sup d(b, A)}
acA beB

ein vollstindiger metrischer Raum ist (Ubungsaufgabe).

N
Definiere F' : E' — E', F(A) := U fi(A).

i=1

NB: A selbstidhnlich <= F(A) = A
Zeige also nur: F' ist Kontraktion.

du(F(A),F(B)) = max{ sup d(d’,F(B)), sup d(¥, F(A))}
a’€F(A) b'eF(B)

N
= max sup d(d, U fi(B)), sup d(l/ U fi(4

a’e fi(A) j=1 b'el f(B) i=1

< max{lgix supd(fi(a),fi(B)), max sup d( fi(b), fZ(A))}

i<N qeA <N peB

(%)
<
< max{lréllzgvigg[, d(a, B), 1I<IlaX ig}gL d(b, A)}

< L - max {sup d(a, B),supd(b, A)}
acA beB

() d(fila), £:(B) = jnf d(f:(a), £i(8)) < nf L+ (a,D)

Praktische Durchfiihrung:
N
Starte mit Menge Ao = {zo}. Statt Ap41 == F(A,) = U fi(4,) auszuwerten, lieber

i=1
gleich-wahrscheinlich wiirfeln welches ¢ drankommt:

Ant1= fi (An)
—~~
zufallig

Fast sicher: A, — A, = F(A,)
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Beispiel (Sierpinski-Dreieck). f;: zentrale Streckung zur Ecke ¢ hin. Faktor = % Es handelt
sich um eine selbstéahnliche Menge.

Flache:
|Ao| =1
A1 =3 %14
1| — 4 0
— |A] =0
6 Differenzieren im Banachraum
Vorlesung
6.1 Ableitung 23.06.2009

Seien X,Y Banachriume iiber R.
(Erinnerung: £(X,Y) = {A: X — Y | beschrinkt, linear} ist Banachraum)

Definition 6.1. Sei g € U C X, U offen und f : U — Y eine Abbildung. Dann heifst f
Fréchet-differenzierbar in xg, wenn es eine stetige lineare Abbildung A : X — Y gibt,
so dass fiir h -~ 0 gilt

Y5 f(xo+h) = f(zo) + A-h+o([hlx)

wobel

Lol
w0 (Al

Dann heikt A € L(X,Y) die Ableitung von f in 2o und ist die beste lineare Approximation
an f in xg.

f'(zo) = Df(x0) := A

Ist f in jedem Punkt z € U differenzierbar, so heilt f differenzierbar in U C X.
Wir nennen f stetig differenzierbar in U, falls zusétzlich die Abbildung

Df: X — L(X,Y) mit zo+— Df(xo)
stetig ist.

Bemerkung:
Wie in Kapitel ITI beschreibt h — Ah die beste lineare Approximation von h — f(zg + h) — f(xo).
Die durch diese Abbildung beschriebene ,Ebene” ersetzt dabei die Tangente aus III.

Graph(h — A-h+ f(x9)) = Tangentialraum in xg (Graph(f))

Fortgesetztes Mikroskopieren (Zoomen) macht f schlieflich linear. Dies ist damit das Bin-
deglied zwischen (lokaler) Analysis und linearer Algebra.
f(@o+ - h) — f(wo)

1
—-Mikroskop:  lim = f'(zo) - h
£ e—0 £

Beispiel.
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(a) X=R", Y =R™
Dann konnen wir A als m x n-Matrix schreiben:

A=(ag) mitl1<k<mund1<Ii<n

A = f'(zo) heikt auch Jacobi-Matriz von f in xo.

1 )
f=1": i :R*" =R xo=| : T =
fm ),
ag = 8%550) = Difr(x0) = Oz, fr(z0)

= (f'(zo0) - el)k = fr(xo) - &
d

= — rot+t-e
i, fr(zo 1)
0 N 0
— lim fk(:L’ +¢€ 6[) fk(:li )
e—0 £
T > fk(x?,xg, e ,:z:?_l,xl,x%_l, . ,a:%)

Of(xo) 0
d
= o f(a:(l),mg,...,$?_1,$?+5,$?+1,...
e=0
If o+ ) — flo) = A-hllg
17l gn h—0

Konkret: n =m =2, f : R> —» R?
_(h
/= <f2>
_ [ fi(z1,22)
ﬂ”‘(ﬁmhmﬂ
e ShwaA)| L, &6
o) =
L2t y)|

d
Tny(y> $8) ’y:x?

No

(b) n=1, f: R — R™. Ableitung:

fi(xo)
a=|
(o)

Tangentenvektor an die Kurve
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(¢c) m=1, f:R" — R. JH6he* in z.

F'(@°) = (02, f (w0), -, O, f (w0))
= V f(zo) = grad(f(zo)) Gradient

V f # 0 aufgefasst als Vektor in R™ zeigt in Richtung des steilsten Anstiegs.

i FE0 DI g o

e—0 £

Wird auf {h | ||h|| = 1} maximal in h = L&)

V£ (@o)ll*
Linearisierung:
9(x) = f(zo) + Vf(xo) - (x — wo)
Graph(g) = T, Graph(f)
= {(z, f(z0) + Vf(z0) - (x — 20))}

it = (=V f(zo0),1)

Yo = (2o, f(z0))

y = (z, f(zo) + Vf(20) - (z — 20))

(y —yo)-71=0

Eindeutigkeit:

Falls eine Ableitung f'(z9) = A existiert, so ist sie eindeutig.
Angenommen A wiire ebenfalls eine Ableitung.

At o(lhl) = Fzo+h) — f(z0) = A-h + o[kl
(A— 4)-h=of|h])
o h ol
A=A 0 = a0 e
(A-A)e=0  V|e|=1
A—A=0

Beispiel.
(i) f linear, f(z) = A -z, A: X — Y sei linear und stetig. Dann ist f auf X stetig
differenzierbar mit

f'(xo) =Df(wg) =A: X - Y
denn wegen Linearitét:
f(@o +h) = f(zo) + f(h) = fzo) + A-h
Vorlesung

25.06.2009
(ii) Sei f : X1 x X9 — Y bilinear und stetig, d.h. x; — f(z1,22) und zo — f(x1,x2)

sind jeweils linear und f ist stetig. Schreibweise oft:

f(x1,22) = [21, 729]
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Ableitung;:

f(l'(l) —i—hl,{L‘g + hg) = [x? + hl,xg +h2]
= [:E(l) + hl,flfg] + [’:U(l) + hlahﬂ

= [, 25) + [he, a8+ [ ko] + [ha, ho]
linear in hq, ho
= f(xo) +  f(x0) - h + o(|hl)
~——

sogar O(|h|?)

denn: ganz dhnlich wie fiir lineare Abbildungen gilt auch fiir bilineare Abbildungen,
dass

stetig <= beschrankt
Dabei heifst |-, -] beschrdnkt, wenn

3¢ >0 Vhy € X1 Vhy € X5 : th,hQ” < C- ’hl‘ : ’hg‘
Also |[h1, ha]| < C" - |h|?, etwa mit |h| = max{|h1|y, ,|h2lx,}

[a1h1, agho] = ajaglhy, hol

(iii) Sei f: X1xXox...xX,, = Y multilinear und stetig, d.h. alle z; — f(x1,...,2;,...,2y)
sind jeweils linear und f ist stetig.
Ableitung:

f(az?+h1,...7$2+hn) = f(x?,...7x2)+f(h1,x3,...,xg) +...+f(x(1],...,332_1,hn)
keir:g h1 nur jeweils ein h;
+f(h1,h2,...,$g)+...

~
ein h; und ein h; mit i # j

+f(h1,,hn)
—_

immer h;

n
- f(x(l)ﬂ s 7:512) + Zf(x(1]7 s 7$?717hi7x?+17 e 7$91) +0(’h’)
i=1

=f'(zo)-h

denn: n-multilineare Abbildung, also wieder:
alle h; — [hy, ..., hy] stetig <= beschrankt, d.h.

AC b1, k)| S C - ha] oo By
(iv) det: R™ — R mit A = (aij) = det A= ) signm-Gir(1)"- - - Gpr(n) ist n-multilinear
Tl'ESn
beziiglich seiner n Spalten
alj
a; 1= S Xj =R"
Qnj

64



Ableitung von det nach A:
det’(A)- H =" det(as,..., hj,...,an)  (f:=det in (iii))
j=1

Dabei sind die h; die Spalten der Matrix H.

6.2 Satze

Satz 6.2 (Kettenregel). Seien X,Y,Z Banachriume, f: X D U°Men Y differenzierbar
inxg €U, g:Y DVeler o 7 differenzierbar in yo := f(xo) € V. Dannist go f : U' — Z
differenzierbar in xg € U'oIen mit Ableitung

(g0 f)(x0) =g (o) - f'(x0)

Kurz: Die beste lineare Approximation der Komposition ist die Komposition der besten
linearen Approzimationen.

Beweis:

f(zo+ h) = f(zo) + f'(x0) - h+r(h) r(h) =
9(yo +n) = g9(yo) + 9'(yo) - 1+ s(n) s(n) =

(90 f)(@o+h) =g(f(zo+h))

D g(f(x0) + f'(w0) - b+ r(h))
—— ~

Yo =n

2 g(y0) + 9 (w0) - (F'(z0) - b+ r(h)) + s(n)
= (go f)(zo) +4 (o) - f'(z0)-h+ ¢'(yo) -r(h)+s(n)
—_— —— =~

=(gof) (x0) beschrénkt o(|hl)
N————
o(|R)

Wenn wir noch zeigen, dass s(n) = o(|h|), haben wir den Satz bewiesen.

sty _st)
|h| h—0

(=

o(1) fiir n — 0

NB: Weil f differenzierbar in xg, also dort auch stetig ist, gilt

h—0 = n=f(xzo+h)— f(zo) —0

Wir miissen also nur noch zeigen, dass % fiir h — 0 beschrénkt ist.

In| ' h r(h) /

= < |f(x0) - o= | + | =7 | < || (z0)]| +0(1) <C

i Al [ Tar | < 1ol
also beschrankt. I
Beispiel.
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(i) g(y) = A -y, beschrankt und linear

= (Af)'(w0) = (g0 f)(z0) = g'(f(x0)) -f'(x0) = Af'(w0)

g
(i) Wie (i) mit A:=a-idy, a € R
= (af)(20) = o f'(20)

(iii) Wie (i) mit Y := Y x Y, Z =Y. g(yr,52) = y1 + »2 beschrinkt und linear,
f(x) == (fi(x), f2(x)) eine Abbildung f: X — Y mit f; : X — Y.

f'(xo) - b= (fi(zo) - h, fo(ao) - h)
Nach Satz

(fr+ f2)(zo) -h=(go f)(zo)-h = g(f(x0))-h= fi(xo) h+ f3(zo)-h

g linear

(iv) Seien X,Y,Y wie in (iii) aber g : ¥ — Z bilinear und stetig, g(y1,y2) = [y1, y2).

Dann gilt
[f1, f2) (o) - b= (g o f) (w0) - h = ¢'(fi(x0), fa(w0)) - (fi(z0) - h, fa(wo) - h)
h1 ho
- g(fl(x()):h?)+g(h17f2<m0)>

g bilinear

= [fi(z0), fa(zo) - B] + [fi(z0) - h, f2(20)]
Produktregel: X =Y = Z =R, [y1,y2] = y1 - 2
(fi- f2) (o) - h = fi(xo) - fa(wo) - h+ fi(wo) - b+ fa(wo)
(fi-fo) =fi-fo+fi fo

Skalarprodukt: X =R", Y =R™, Z = R. [y1,y2] ==yl o
Einsetzen ergibt

(ff - f2) (o) - h = fi(zo)" - fo(xo) - b+ (fi(mo) - )T - falwo)

tiickisch:  (fT - o) = fI- £+ AT fo
Vorlesung

Satz 6.3. Seien X,Y Banachriume, xo € U°Men C X, f : U — VoIen C Y mit  30.06.2009
xo — yo == f(xg) sei Hombomorphismus (d.h. f, f~! beide stetig). Sei f differenzierbar

in zo und f'(zq) besitze ebenfalls beschrinkte (lineare) Inverse (f'(x))”*. Dann ist die

Inverse g := f~1: V — U differenzierbar in yo = f(xg) mit Ableitung

J' (y0) = (f'(z0))

Kurz: Die beste lineare Approximation der Inversen ist die Inverse der besten linearen
Approzimation.

-1
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Beweis: Definiere
f(xo+h):=yo+n

Dann folgt
f(wo +h) = f(z0) = f'(xo) - h+ r(h)
~~
o(|hl)
=Y tn—yo=n
9(yo+n) —9(yo) =x0 + h —xo = h
= (f'(0)) " n— (f'(w0)) " r(h)
Zeige nur

-1

s(n) == (f'(x0))

Weil f ein Homdomorphismus ist, gilt

-7(h) = of|nl)

h—0 «<— n—0
Betrachte also

[s(ml _ Is()| |hl

ol = LT
ot
= V)

=o(1)
Zeige nur, dass % beschrinkt ist fiir h — 0. Dafiir wird noch eine andere Abschitzung

benétigt:
| /(o) - k| < || (o) - 1|
|h| < ’(f/(wo))_ll || f (o) - R

1
R [ —yy
(/o)) ™|
1
> .
| rraon|
Nun zuriick zur eigentlichen Rechnung:
Il _ |
Inl - 1f"(@o) - h+r(h)]
|f]
/(o) - | = T[]

: o @)
B 1 . —r .
[ (7 @o)) ™| e |h| e
~——
o(1)
(fiir |h| klein)

IN
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Also beschrankt. O

Nun stellt sich die Frage, ob der Mittelwertsatz fiir Banachrdume gilt.
Zur Erinnerung: Fiir f : R — R, einmal stetig differenzierbar, gilt fiir ein geeignetes

¢ € (a,b):
f() = fa) = f(&) - (b—a)

Dafiir findet man jedoch leicht ein Gegenbeispiel:
Sei f:R — R3 mit

f(t) := (cost,sint,e - t)
f'(t) = (—sint, cost,¢)
~—_———
£0( Vt)
aber f(t+2m) — f(t) = (0,0,27e) # 27 - f/(€)

Allerdings gilt der Schrankensatz.

Satz 6.4 (Schrankensatz). Seien X,Y Banachraume, a,b € X. Definiere die Strecke
ab:={a+7(b—a)|0<T <1} C §%en
Sei auflerdem f : S — Y stetig differenzierbar. Dann gilt die Abschdtzung

f(b) = f(a)] < max [ f'(€)] - (b—a)

£€ab
Beweis:
50~ F@l = | [ (Flatr—a)) dr
< ‘(ft(f(aJrT(b—a))) dt

|[flla+7(b—a))-(b—a)| dt (Kettenregel)

/
/
/

1
§/|f'(a+7'(b—a))‘-b—a\ dt
0 <M
<M-[b—al

6.3 Partielle Ableitungen

Definition 6.5. Seien X,Y Banachriume, zo € U°T" C X, f: U — Y und e € X. Die
wochul“-Ableitung der (partiellen) Abbildung

t— flzo+t-e)
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in t = 0 heifst partielle Ableitung (auch Richtungsableitung oder Gateaux- Ableitung)
von f in xg in Richtung e, sofern sie existiert.

d o flzo+t-e)— flxo)
at:ofk(w0+t.e)—%l—r>% t
= df (o, €) = Def(z0) = Oe f(x0)

= Oe, f(20) = aif(xo) (X =R" e=¢)

= fmZ(ZCo) = axzf(xo) =...

Analog fiir X = X1 x Xo, 2% = (29,29), 2 = (21, 22):
Wir nennen die Ableitungen der partiellen Funktionen

z1 — fxy,x9) in 29
o fla},x2)  inaj

die partiellen Ableitungen f,, (2°), fi,(2°) von f in 2, sofern sie existieren.
Satz 6.6. Seien X1, Xo,Y Banachriume, f :U — Y, z € UTen C X = X; x X5. Dann
gilt:
f ist Fréchet-differenzierbar in U mit stetiger Ableitung f(x)
< [ st Gateauz-differenzierbar in U mitl stetigen partiellen Ableitungen fu,, fu,
Ferner gilt fiir h = (hi,he) € X, zy € U:
f(@0) - h = fay (0) - h1 + fap(w0) - h2

Beweis:
(i) Fréchet = Gateaux:

Sei ¥ € U beliebig, fest. Betrachte die Einbettung
i1: X1 = X1 x Xo mit 1 — (wl,xg)
Dann stimmt die partielle Abbildung
z1 — f(z1, l’g)
iberein mit (f oi1). Also existiert
Jur (2%) = f'(2°) - (,0)

~——

i (29)-h
Ebenso fiir f,,. Die Stetigkeit der f,, folgt aus der Stetigkeit von f’ und i;.

(ii) Gateaux == Fréchet:

| £ (2} + 1,2 + ho) — f(27,25) = fo, (23, 25) - hy — fa,(a?,25) - ho|

Schrankensatz
+ | f(@), 39 + ho) — f(af,23) — fap(aF,29) - o
o(lha)
< max |fy, (2] + 7h1, 29 + ha) — fa, (29, 25)| - |h| +0(|hal) = o(|h])

T0<r<1

stetig!  o(1)
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Beispiel (,,Unbeispiel®).

Xi=Xo=R Vorlesung
2123 02.07.2009

f(l'l,l’Q) — m%Jr:v% I 7& 0

0 r1 = 0

unstetig in z = 0. Betrachte

t2.¢2 1

o =1 1#£0
tQ’t R 2
1(2,1) {0 L

Richtungsableitung (mit h = <Zl>)
2

4 (" =0, 1) = lim < - (f(th) ~ F(0)

H
.1 thy-t?h3
=lim -+ —5—7F7
=0t t2h} 4+ t1hg
— 1 hy - h%
~ 50 h? + t2h3
h3 .
= I flir h1 #0
df(z° =0,h) =0 fir hy =0

Aber f ist nicht Fréchet-differenzierbar in 2° = 0, schon weil f dort unstetig ist.

Bemerkung:
1
Flao-+ 1) = fao) = [ (oo -+ sh, ) ds
0

denn:

d t)h) — h
dsf($0+sh):%i_1r>r(1)f(x0+(s+)t) f(zo + sh)
= df (zo + sh, h) (per Definition)

Satz 6.7. Seien X,Y Banachriume, U C X, f : U — Y. Die partiellen Ableitungen sollen
existieren und

df :Ux X =Y mit (xo,h)— df(zo,h)
sei stetig. Dann ist die Abbildung
df (xo,-) : X =Y mit hw— df(xzo,h)

linear.
Wenn zusdtzlich

df U — L(X,Y) mit x¢+— df(zo,")
stetig ist, dann ist f : U — Y stetig Fréchet-differenzierbar und natirlich gilt

f'(xo) - h = df (xo, h)
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Beweis:
(i) Linearitét:
Sei v € Ry # 0.

df (zo, ah) = lim « - % (f(zo + tah) — f(z0))

t—0

Substituiere 7 = at. Da « konstant ist, kann statt ¢ — 0 auch 7 — 0 betrachtet

werden. Also folgt
df(x(]a Oéh) = df('rm h)

Bleibt noch zu zeigen, dass
df (o, 1 + h2) = df (o, h1) + df (x0, ho)

Betrachte dazu

% : (f(a:o + t(hy + ho)) — f(zo) — t - df (wo, h1) — t - df (o, h2)>

* (o 4t +h)) = F 0 + tha) + {0 + tha) = (w0) = t-df (v, ha) —t - df o, )

h“ 771.044 0(1)

@M}—A

1
/ df (xo + tha + sthy,thy) —t - df (zo, h1)> ds (Bemerkung)
0

1
)+ / df (zo + thy + sthy, hy) — df(xo,hl)) ds
0

df stetig=-0(1)

=o0(1)

(ii) Gateaux = Fréchet:
Sei A(zg) - h := df (zo, h). Betrachte

|f(zo +h) = f(z0) —

1
/ df (o + shyh) — A(:vo)-h) ds
0

[A( xo+8h A(xo)|- || ds = o(|h])

o(1) fur |h|—0

O\H
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